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La compréhension du nombre commence avec celle diéération de I'unité

Dans le projet de programme et de recommandatious lfgcole maternelle que le Conseil
Supérieur des Programmes a publié en Juillet '20m4lit, p. 54, que kes enfants doivent
comprendre que toute quantité s’obtient en ajoutamta la quantité précédente (ou en
enlevant un a la quantité supérieure) et que saodénation s’obtient en avancant de un
dans la suite des noms de nombres ou dans I'éerdas chiffres. Il faut se réjouir que cette
propriété qu’on appelle le plus souvéitération de I'unité (Pierre Gréco, 1960, 1962)soit
présente dans ce projet parce qu’elle n’était misavant ni dans le programmes de 2002 lui-
méme, ni dans ses documents d’accompagnementsilemprogrammes de 2008. Or, nous
allons voir que les psychologues développemergalist’accordent aujourd’hui pour
considérer qu’'on ne peut pas parler de représentatimériquede la quantité de 6 voitures
par exemple tant que I'enfant ne sait pas constuuire collection correspondante en utilisant
cette propriété de proche en proche : « 2 voituw’est 1 voiture et encore 1 », « 3 voitures,
c’est 2 voitures et encore 1 », « 4 voitures, c3egbitures et encore 1 »...

Le comptage-dénombrement : un comptage qui théasel'itération de 'unité

Considérer la compréhension de la propriété diigmade I'unité comme critére de I'entrée
dans le nombre, c’est considérer que le comptageedtollection de cubes, par exemple, ne
donne accés au nombre de cubes que lorsque ce agsmpeut étre interprété ainsi:
« 1 cube ; et-encore-1, 2 cubes ; et-encore-1p8suet-encore-1, 4 cubes... » On appellera
« comptage-dénombrementune facon d’enseigner le comptage qui théatréitéeation de
I'unité, c’est-a-dire telle que I'éducateur crée tmnditions pour que I'enfant comprenne que
chacun des motdeux, trois, quatre.réfere a lapluralité d’unités qui résulte de I'ajout d’'une
nouvelle unité. En effet, quand on prononce un dwtant un jeune enfant en montrant
guelgue chose avec le doigt, comme c’est le cas dan comptage, la signification que
I'enfant va attribuer au mot utilisé dépend évidezninde ce que I'on montre avec le doigt
(Markman, 1989, 1990)

Envisageons le cas ou les unités qu’il s’agit deodgbrer sont des objets déplacables et
supposons par exemple que la tache consiste arformeecollection de 6 cubes a partir d’'un
tas de cubes situé en bord de table. Pour montren &nfant comment 'on compte,
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I'enseignant va les déplacer du bord de la tabls gen centre. Il n’y a qu'une facon de

commencer : I'enseignant dit « un » en déplacarduloe. Pour continuer, en revanche, il y a
deux possibilités de coordination entre le pointage doigt et la prononciation du mot

« deux » : soit I'éducateur dit « deux » dés le raohou il pose le doigt sur un nouveau cube,
c’est-a-dire avant que celui-ci soit déplacé, ebfhant comprendra qu’il va déplacer un cube
qui s'appelle «le deux », le mot « deux » fonat@mt comme une sorte de numéro, soit
I'éducateur ne dit « deux » qu’'apres que le cub&téadéplacé, c’est-a-dire apres que la
collection de deux cubes a été formée, ce qui fe@da compréhension du fait que le mot
« deux » désigne une pluralité. Les deux mémesilplites existent avec le cube suivant,

évidemment : soit le mot « trois » est prononcé ldésmoment ou le doigt est posé sur un
nouveau cube, soit il 'est seulement aprés queiavelle collection a été formée, etc. C’est
la seconde facon de faire, a savoir ne prononceroleseau mot-nombre que lorsque la
pluralité correspondante a été formée, qui cornegpn ce qu'on appelle I'enseignement du
comptage-dénombrement.

L’enseignement du comptage-dénombrement est emqdoseexplicite, c’est-a-dire « mieux
porté par le langage », quand I'enseignant s’ex@aimsi (on laisse le lecteur imaginer ce que
fait le doigt au moment ou chacun des noms de nesnést prononceé) : « 1 », « et-encore-1,
2 », « et-encore-1, 3 »... Enfin, la forme la pluplexte qui soit est celle ou, de plus, le nom
de l'unité est prononcé : « 1 cube ; et-encore-@ul#es ; et-encore-1, 3 cubes... ». En effet,
dans I'expression « 3 cubes », par exemple, laaggntle ce petit groupe nominal fait que le
mot 3 réfere a une pluralité, il n’est pas un num@r, la signification des mots-nombres que
le comptage-dénombrement cherche a privilégier cefie de quantités, c’est-a-dire de
pluralités. Que I'on prononce ou non l'unité, eedt souhaitable de le faire souvent, il est
clair que le comptage-dénombrement ne conduit pambdée au «ombre natureb
qu'utilisent les mathématiciens, lenembre naturel 6 par exemple, mais a un « nombre
de... » : 6 cubes, 6 crayons, 6 images... Un enfantaternelle qui rentre dans le nombre se
I'approprie évidemment sous une forme plus contdigée que celle que manie I'expert.
Cependant, nous verrons qu'’il ne faut pas conformérec nombre de... » avec la quantité
correspondante car le « nombre de... », grace aafitdh de l'unité, exprime relation entre
quantités et pas seulement la quantité elle-méme.

Lorsque les unités sont alignées et non déplacébesfile de points dessinés par exemple),
enseigner le comptage-dénombrement consiste arenttec le doigt chacune des nouvelles
guantités engendrées : « 1 point ; et-encore-hir&g(la collection des 2 points est entourée
avec le doigt) ; et-encore-1, 3 points (idem) petore-1, 4 points (idem)... » (Brissiaud,
2007, p. 70).

La recommandation d’enseigner le comptage-dénondreniest pas nouvelle. On la trouve
par exemple en 1962 sous la plume de René Brantlicostituteur d’école d’application et
pédagogue dont la renommée était bien établie godiée puisqu’il est co-auteur d’'un
ouvrage consacré aux premiers apprentissages muegravec Jeanne Bandet, Inspectrice
Générale des écoles maternelles et Gaston Mialtwmet,des créateurs des Sciences de
I'Education en France. Il écrit dans cet ouviageA ce sujet, comme pour d’autres exercices
qui suivent, nous signalons le danger gqu'il y anslée comptage, a énoncer les nombres en
prenant les objets un a un. C’est en posant®lassiette sur la'i que je dis 2, non en la
prenant en mains (la°h’est pas 2, elle est 1)hid. pour la 3, la 4°... C’est en examinant la
pile constituée que j'énonce 2, 3, 4..»6.

Et, quelques lignes plus loin dans le méme text€lest la méme raison qui nous fait
écarter, dans cette période d’acquisition de laiootde nombre, les exercices cependant
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amusants qui consistent a enregistrer par auditi@ncoup a I'horloge, 6 chocs a la porte,
6 chutes d'objets... Car on n’entend jamais qu’unitbéula fois, et on a beau compter les
bruits un a un, on ne percoit que 1€,1e Z, le 3... le &, jamais les 6 ensemble, qu'on ne
pourrait d’ailleurs pas distinguer Il est important de noter que, selon René Bandt, ces
recommandations valent pour I'école maternelle cerpour le début du CP.

Théatraliser la correspondance 1 mot — 1 unité, st enseigner le comptage-numérotage

Si la propriété d'itération de l'unité est si crale, on comprendrait mal qu’on enseigne a
I'école une autre forme de comptage que le compdégembrement. Or, vers la fin des
années 1980, l'école francaise a renoncé a enselgneomptage-dénombrement pour
favoriser la fagcon de compter qui était rejetéeRamé Brandicourt, celle ou chacun des mots
un, deux, trois, quatre.réfere a une unité et une seule parce que I'emaeighéatralise la
correspondance 1 mot — 1 unité. En fait, c’esteciiton d’enseigner le comptage qui est le
plus souvent privilégiée dans les familles, c’eshal la fagcon de sens commun. Ainsi,
supposons qu’'un parent demande a son enfant (3pangxemple) de compter les cubes
d’une collection qui en contient quatre. Il esitént d’observer I'enfant toucher chacun des
cubes avec l'index tout en récitant la comptine édgue mais sans aucune coordination
entre les deux, ce qui peut conduire I'enfant a dit, 2, 3, 4, 5, 6 alors gu'il N’y a que quatre
cubes. Dans ce cas, la plupart du temps, le pprent le doigt de I'enfant en lui disant qu'’il
va lui montrer comment on compte, il pose le dagt I'un des cubes et dit «un» en
appuyant sur le doigt de I'enfant, il pose enslgitdoigt sur le cube suivant et dit « deux » en
appuyant a nouveau sur le doigt, etc. Il théawadimsi la correspondance 1 mol unité.
Lorsque le comptage est enseigné ainsi, les maotdres fonctionnent comme des sortes de
numéros : e un, le deux, le trois, le quatre» .et, donc, I'on peut parler de I'enseignement
d’un comptage-numérotage (Brissiaud, 1989, 1995)

Depuis la deuxieme partie des années 1980, depssde 30 ans donc, c’est I'enseignement
du comptage-numérotage qui est recommandé parretare et non celui du comptage-
dénombrement. La diffusion de cette recommandatioommencé avant I'année 1990 mais
cette date est importante parce que c’est cella gablication d’'un ouvrage qui va d’emblée
devenir une référence dans les centres de formdgsmmaitres : Ermel, Grande Section de
maternelle (Charnay et collegues, 1990Pans le chapitre 3 de cet ouvrage, intitulos
choix didactiques, les nombres sont présentés comme degmoires des quantitésqui
nécessitent desactions de correspondance objet-nombre : a chadyet @oit étre associé
un mot-nombre et un seul(p. 44). Cet ouvrage a joué un role considérdates la diffusion
de la recommandation d’enseigner le comptage-nuaggo Et cette recommandation s’est
longtemps maintenue. Ainsi, en 2010, le ministenmia en ligne sur le siteduscolune
évaluation de fin de G% qui s’accompagnait de conseils pédagogiques afinles enfants
progressent dans leurs comptages. Les auteurgwduation suggeraient d’organiseure
réflexion sur « les critéres d’'un bon comptage iil@@ oublier, ne pas compter 2 fois, faire
correspondre les éléments au fur et a mesure dytagme), sur la base de discussions entre
éléves sur les stratégies employées (cocher leseéls au fur et & mesure du comptage,
numeroter...) » Notons que la mise en gras du mot « numérotest >d@ notre fait. Cette
évaluation, avec la recommandation précédente,restée présente sur le siégluscol
jusqu’en 2013.

Cependant, comme nous l'avons signalé au début tiexte, ce choix didactique est en cours
d’évolution puisque le projet de programme matéenelcommande d’éviter I'enseignement
du comptage-numérotage (texte de recommandatiod8)pMalheureusement, nous verrons
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que dans le méme temps, le ministere collaborélabloration de « ressources numériques »
qui conduisent a enseigner le comptage en thé&dtrdlia correspondance 1 mot — 1 unité.
Comment expliquer une telle confusion ?

Restaurer un usage commun des mots quantité, nomhtenéro, cardinal, ordinal...

Comment expliguer le basculement vers I'enseignémiermomptage-numérotage a la fin des
années 1980 et comment expliquer la confusion BetdeUne premiére explication a étée
avancée dans un ouvrage précédent (Brissiaud, 20185 chercheurs en sciences de
I'éducation et en didactique n’étudient pas de maguffisamment précise les choix
didactiques qui étaient ceux des instituteurs stateps d’inspection entre la naissance de
I'école de la République vers 1880 et la réforme dies « mathématiques modernes » en
1970. lls considérent trop souvent que la critiggéeeloppée au moment de cette réforme
discrédite définitivement ces choix. Si bien que taivrages destinés a la formation des
malitres qui contiennent une partie historique raemdrrarement a la période précédant 1970
et, quand ils le font, la critigue est souvent @iidée, considérant souvent que la seule
préoccupation des enseignants pendant cette pé&noei été de remplir des tétes videset
que leurs éleves sachent résoudre les problemigguas de la vie quotidienne. Or, la lecture
du Dictionnaire Pédagogiquele Ferdinand Buisson (1882)u d'ouvrages tel que celui dont
Gaston Mialaret a dirigé la publication en 195%rmet d’accéder a une pensée didactique
beaucoup plus complexe et intéressante que celef, Bne premiére explication est
I'existence d’'une sorte d’amnésie de ce qu’étagtieenent la didactique du nombre apres la
naissance de I'école de la République et pendar@Geremieres années.

Mais une autre explication, fondamentale, doit éreancée : le basculement vers la
préconisation du comptage-numeérotage et la confugio regne aujourd’hui résultent avant
tout d’'un incroyable laxisme dans la facon de sferpr tant chez les psychologues que chez
les didacticiens depuis plus de 30 ans. Les ungreoies autres se sont mis a parler de
«nombres» ou de «dénombrement alors que seules degjkantités» étaient en jeu. Par
ailleurs, ils ont été insuffisamment attentifs ait §ue les situations-problémes ou il s’agit de
repérer un rang sont la plupart du temps résolugepgeunes enfants sans aucune utilisation
des nombres parce qu’ils ne font gu'utiliser degiméros», etc. Or, nous allons voir qu’une
analyse théorique un peu précise (en se rappgrtanéxemple a la définition des nombres
qui était celle de Newton, d’Alembert, Condorcetet )’examen de I'ensemble des résultats
empiriques disponibles montrent de facon éloquente 'usage des mots-nombres en tant
gue numéros fait obstacle a 'acces au nombreeQetse au point devrait permettre d’en
finir avec les hésitations.

Ainsi, le progres dans la didactique du nombre dépeujourd’hui du rétablissement d’'une
ressource commune : un usage consensuel des matgitéunombre, numéro, cardinal,
ordinal, etc. Afin d’avancer vers un consensus dargfinition et 'usage de ces différentes
notions, une possibilité aurait été I'écriture d’'wVocabulaire critique pour enseigner les
nombres a I'école avec, comme entrées, les différents mots coaser@Gependant cette
forme d’ouvrage se parcourt en I'abordant par telletelle entrée selon la préoccupation du
moment et I'une des logiques d’exposition se troales reléguée a un rble subalterne : la
logique historique. Or, comme dans bien d’autranaloes, la perspective historique est une
facon privilégiee de comprendre I'état actuel di#ses parce qu’elle permet d’en retracer
I’évolution tout en s’efforgant d’en expliquer Igrthmique.
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C’est la raison pour laquelle ce texte continuename il a commencé en adoptant un mixte
des deux logiques : les notions (comptage-dénonmdmemomptage-numérotage, etc.) seront
présentées tantbt au sein de sections qui leuresqiicitement consacrées, tantét au sein
d’autres sections adoptant une perspective histerjglus affirmée dont la ligne directrice
sera toujours une tentative de réponse aux qusstiggourquoi le basculement vers
I'enseignement du comptage-numérotage, il y a 30emviron ? Pourquoi tant de confusion
aujourd’hui ?"

Sur le sujet qui nous intéresse ici, nous allons qy@e sur le versant psychologie, il convient
de remonter au minimum a un ouvrage publié par BloGelman et Charles Gallistel en
1978" (Rochel Gelman est une psychologue développensstalors que Charles Randy
Gallistel est plutot spécialiste des apprentissatpez I'animal). En fait, il est préférable de
remonter aux travaux de Jean Piaget et Pierre Gvéee le milieu du siecle dernier : nous
serons donc conduit a un survol de plus de 50 andéerecherche en psychologie des
apprentissages numériques. Sur le versant épist§mpl nous nous appuierons
principalement sur Encyclopédiede d’Alembert, Bossut, Condorcet et colleguessiaijue
sur les travaux de Cantor.

En francais, les motgrandeur quantitéet nombreont un sens assez bien établi et ces mots,
en anglais, se traduisent respectivementnpagnitude quantity et number Mais on trouve
dans un grand nombre de textes pédagogiques frlaocep, dont le projet de programme
maternelle, d’autres mots qui sont des anglicismlesmot « cardinalité », par exemple.
L’'usage d’anglicismes est courant en science eig,dasage de ce mot en particulier ne doit
pas étre considéré comme un tabou, mais il consag@ndians ce cas, de mettre en rapport la
notion correspondante avec celles qui sont déjaéhppdées par notre langue : grandeur,
quantité et nombre. Rien n’est possible, donc, saog au préalable une vision a peu pres
claire de la différence entre grandeur, quantitéh@nbre. C'est ce que visent les deux
sections qui suivent, d'abord de maniere intuitee,présentant ce que I'on doit considérer
comme des représentations analogiques de la guantiu nombre respectivement, puis en se
référant aux « grands anciens » : Euclide, New&mencyclopédistes, etc.

Grandeur, quantité et nombre : une approche intuitve

Un symbole quantitatif : la collection-témoin

Considérons un berger qui, il y a plusieurs miliegfannées, aurait été amené a prendre
possession d’'un troupeau de moutons. |l était daién apprécier la grandeur visuellement,
mais cela était du plus grand intérét qu'il accédene meilleure connaissance de cette
grandeur en réalisant une correspondance terntena tel mouton — 1 caillou. En procédant
ainsi, en effet, on obtient une collection de cai (ou de billes d’argile) qui symbolise la
quantité, ce qu’on peut appeler une collection-iémde la quantité :

Qu’apporte cette représentation deglentitéde moutons par rapport a la simple perception
de la grandeur du troupeau ? Elle est définie a 1 unité pres: ndest plus dans
I'approximation. En utilisant une correspondanaentea terme, le propriétaire des moutons
aura la possibilité, au retour du berger, de sastiirrapporte moins, autant ou plus de
moutons. Alors que la notion de grandeur évoqu#édi d’approximation, la notion de
quantité, elle, évoque l'idée d’exactitude a 1 @érptres (Cf. le &ocabulaire technique et
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critique de la philosophie d’André Lalande, par exempl&) Donnons un autre exemple : on

sait qu'a sa naissance le bébé différencie lesdgras discrétes lorsque celles-ci ont des
tailles suffisamment différentés(Dehaene, 1997-2010). Le bébé utilise évidemment u
traitement approximatif de ces grandeurs, il nitetnrdi les quantités, ni les nombres.

La collection-témoin de cailloux précédente repnésene quantité de moutons mais peut-on
dire qu’elle en représente le nombre ? Le moinsl'quepuisse dire est qu’en présence d’'une
telle quantité de cailloux, on connait trés mahéenbre de moutons ou, du moins, on ne le
connait pas immeédiatement. On est donc face ambag quantitatif qui n’est pas encore un
symbole numérique.

Un symbole numérique : la collection-témoin orgagis

La situation change du tout au tout lorsqu’on sailcet autre symbole pour représenter la
méme quantité de moutons :

Avec une collection-témoin organisée (cas de ceildessus), la quantité est toujours
représentée a 1 unité pres mais, de plus, I'acdasgaantité ne nécessite plus une longue
correspondance terme a terme, il est direct. lla’gucun risque de confondre la quantité
correspondante avec celle qui la précéde ou celldagsuit. Avec une collection-témoin
organisée, ce n'est pas seulement la quantitésgsyenbolisée, ce sont aussi les différences
de 1 entre deux quantités successives, c’est-d-tiémtion de l'unité. Dans ce cas, on peut
parler de symboles qui fonctionnent de maniére migué.

Ces dernieres années, de maniere générale, leésediff auteurs n’accordaient guere le
qualificatif de « numérique » a ce type de reprigem analogique (I'auteur de ces lignes
n'est pas irréprochable de ce point de vue), mai ane erreur. D’'une part, en effet, ce type
de représentation est celui que les mathématigmtisagoriciens, puis Pascal, Fermat...
appelaient des « nombres figuraux » et ceux-cidatipermis de démontrer des théoremes de
haute volée en théorie des nombres (on pourraessujet, se reporter a un tres bel article de
Francois Bressdfl). D’autre part, il est clair que lorsque les egeaits et les enfants
utilisent de telles collections-témoins organiséisscommentent verbalement l'usage qu'ils
en font: les pratigues verbales correspondantessistent alors en [I'explicitation des
décompositions sous-jacentes, il s’agit bien detiquras numériques au sens ou les
pédagogues les ont longtemps définies.

On notera en effet qu’une telle collection-témoigamisée ne donne pas seulement acces a la
décomposition correspondant au dernier ajout deeizg-et-encore-1) parce que I'évocation
d’autres décompositions est facilitée : c’est dbemcore-7, c’'est trois-fois-5-et-encore-2 et,
en dénombrant successivement les points de la tigrieaut, celle du bas et du milieu, c’est
deux-fois-7-et-encore-3... Or, dans les années 188@dinand Buisson considérait que
comprendre un nombre c’estpeuvoir le comparer avec d'autres, le suivre dams s
transformations, le saisir et le mesurer, le congraet le décomposer a volonteLorsqu’on

met ainsi I'accent sur les décompositions, commethel nombre 8, par exemple, c’est s'étre
forgé la conviction que pour construire une coitatide 8 unités, on peut en ajouter 1 a une
collection de 7, on peut en ajouter 3 a une catlaate 5, on peut réunir deux collections de
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4, on peut enlever 2 a une collection de 10, dtpl&s tard dans la scolarité, c’est savoir que
200 est égal a 8 fois 25, que 1000 est égal as8l&%H... Comprendre un nombre, c’est savoir
comment on peut le former a I'aide de nombres plktis que lui et c’est savoir 'utiliser
pour en créer de plus grands. Rappelons que Fedlifguisson fut le directeur de
'enseignement primaire de Jules Ferry, dirigeacééebre Dictionnaire de Pédagogie et
d’Instruction primaire et occupa une chaire de Bédee a la Sorbonne. Il fut donc le
pédagogue le plus influent lors de la création'@mle de la République. Cette définition du
nombre a été reprise par les pédagogues qui, ibéadtion, s'inscrivaient dans le mouvement
de I'Education Nouvelle : Henri Candl; Suzanne Herbiniére-Lebert, René Brandicourt, etc.
Aujourd’hui, c’est celle qui est derriére la digtiion que fait Pierre Arnoux (2012} entre

« nombres vivants » et « nombres inertes ».

Le nombre n’est pas la quantité, il nait de la misen relation des quantités

Newton : l'unité numérique est plus abstraite quarnité quantitative

Dés le XVIF siécle, Isaac Newton insistait sur le fait querlesbres et les quantités sont des
entités différentes (on trouve plus loin une trastuncdu propos ci-dessous, sous la plume des
encyclopédistes) : By number we understand not so much a multitudendfes, as the
abstracted ratio of any quantity to another quantif the same kind, which we take for
unity »®. Ainsi, distinguait-il la quantité et le nombrasistant sur le fait que la notion de
nombre est plus abstraite que celle de quantitgepguw’elle doit étre située du cotéldemise

en relation ou la comparaison des quantitBe maniére plus précise, il définissait le nombre

comme un rapport de deux quantités.

La définition de Newton est reprise dans la paMathématiques de Encyclopédie
méthodique par d’Alembert, Bossut, de la Landeatdorcet’, au début du texte qui figure a
I'entrée NOMBRE (T2, p. 464) : M. Newton définit plus précisément le nombre, nas p
comme une multitude d’'unités, comme Euclide, neaiapport abstrait d’'une quantité a une
autre de la méme espece, que I'on prend pour Eunit

L’ Encyclopédieconserve donc la définition de la quantité quitételle d’Euclide, a savoir
une «multitude d’'unités> mais, dans le méme temps, cet ouvrage est ggpiar le fait que

le nombre est de nature différente parce qu’'iltrpes une multitude d’unités quantitative. En
fait, I'Encyclopédieadopte une définition du nombre qui permet de cemnre que ces deux
sortes d'unités doivent étre distinguées : le rapahaussures / 2 chaussures est le nombre
4, c'est-a-dire une entité qui ne renvoie plus & dhaussures seulement. Cela met en
evidence que l'unité numérique est plus abstraie aglle des quantités et, donc, le nombre
plus abstrait que la quantité. Précisons ce point.

Face a une collection de chaussures, par exempl@agas acces a la méme quantité selon
que l'unité est une chaussure ou une paire de shes Unequantité est toujours une
«quantité de..». D'un point de vue pédagogique, le plus souveant,point de vue est
insuffisamment pris en compte : en effet, il convid’aider les enfants a s’approprier la
notion d’'unite, afin qu’ils comprennent celle deaqtité et, donc, celle de nombre. Ce sujet,
crucial, est abordé ailledf§ bien qu’il mériterait d’étre approfondi. Et celamutant plus que

le projet de programme maternelle est muet sue apiestion. La définition du nombre de
Newton, quant a elle, présente I'avantage de soefiga nature plus abstraite du nombre
lorsqu’on le compare a la quantité : si une quangt toujours une guantité de..», le
nombre, lui, peut étre considéré en tant que tphstseulement en tant quaambre de..».
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En effet, lorsque deux quantités ont la méme um&éait d’en considérer le rapport fait
« disparaitre » cette « unité quantitative » deesgue le « 1 » numérique vaut pour 1
chaussure, 1 lunette, 1 raisin, 1 paire de chaessarrpaire de lunettes, 1 grappe de raisins,
1cm, 1dm, 1 dizaine, 1 centaine...

Travailler sur lesapports entre quantitésst évidemment un moyen de les mettre en relation
mais il existe un autre moyen de le faire, c’estrdbnner leurs différencestelle quantité
étant jugée difféerente de telle autre du fait da%lne peuvent pas étre mises en
correspondance terme a terme, de combien diff&léeg-? Peut-on les ordonner selon leurs
différences ? C’est ce type d’approche qui a isf@s travaux de Jean Piaget vers le milieu
du siécle dernier (Piaget et Szeminska, 1941Dans cette perspective, les différences égales
a l'unité jouent évidemment un réle crucial parce gans le cas de quantités dites discrétes
ou discontinues, il n’y a pas de différence plustpeue 'unité et 'on comprend qu'il faille
des lors viser la compréhension de la propriét@mdiion de l'unité : «es enfants doivent
comprendre que toute quantité s’obtient en ajoutamta la quantité précédente (ou en
enlevant un a la quantité supérieure) et que saod@nation s’'obtient en avancant de un
dans la suite des noms de nombres ou dans I'éeritl@s chiffres> (projet de programme
maternelle, recommandations, p. 54).

Remarquons enfin que le comptage-dénombrement, qualthéatralise I'itération de I'unité,
aide les enfants a progresser vers la prise enteodyme unitéplus abstraite que l'unité des
quantités. En effet, lorsqu'on compte des cubess dauforme: « 1 cube ; et-encore-1,
2 cubes ; et-encore-1, 3 cubes... » ou des jetons Bodorme : « 1 jeton; et-encore-1,
2 jetons ; et-encore-1, 3 jetons... », il est possieh accentuant la prononciation de « et-
encore-1 », par exemple, d’attirer l'attention @mfiant vers une action indépendante de la
nature de l'unité quantitative (cube ou jeton) tiec&l’en ajouter une nouvelle. Cela aide
I'enfant & progresser vers la prise en compte diumee numerique.

Les encyclopédistes : les nombres sont les « raspdes quantités

Cette définition du nombre en tant que résultatadeomparaison des quantités au moyen de
leurs différences, est-elle présente daksidyclopédie€? Elle I'est effectivement, mais pour
s’en rendre compte, il faut mettre en relation jglus entrées de cet ouvrage. En effet, a
I'entrée NOMBRE de Encyclopédiela définition adoptée est celle de Newton : lenbce

est présenté comme tlapport de deux quantités. Cependant, lorsqu’on chergh@dser ce
gu’est unrapport en se reportant a I'entrée RAPPORT du méme ouyragéouve un court
texte (7 lignes, p. 727) qui commence ainsi :

«RAPPORT:. C’est le résultat de la comparaison de deux quéstitune avec l'autre,
relativement a leur grandeur. On se sert aussi d@tiraison.../... Voyez RAISON

Le texte consacré a la notion de rapport étantqodisrement court, le lecteur est motivé a
chercher également a I'entrée RAISON dentyclopédiecomme cela est recommandeé. La,
on trouve un long texte (3 pages a partir de [&2p) qui commence ainsi :

«RAISON: C’est le résultat de la comparaison que l'on faibtre deux grandeurs
homogeénes, soit en déterminant I'exces de l'und’auire, ou combien de fois I'une contient
I'autre, ou y est contenue.

Et, plus loin dans le texte de cette entrée, lanfne forme de comparaison est qualifiée de
recherche de la différence» ou encore de laraison arithmétique> alors que la seconde
forme de comparaison est dite conduire afaison géomeétrique ou «simplement raisom.
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Au final, on trouve dans cet ouvrage l'idée quentenbre est la raison de deux quantités,
celle-ci pouvant prendre deux formes : la raisathmétiqgue (ou différence) et la raison
géomeétrique (ou rapport).

Commentons plus précisément les propos tenus detts entréeRAISON La premiere
phrase dit que le nombre este«résultat de la comparaison de deux quantitéad’@vec
l'autre, relativement a leur grandeur:»on peinerait & mieux définir les relations entre
grandeurs, quantité et nombre en une seule ptraseilleurs, présenter le nombre comme la
raison des quantités, pour peu que I'on revienne a I'élggie du motraison, renvoie vers
'idée que le nombre est lmesureou encorel'explication des quantités. Encore une
proposition qui invite a bien distinguer le nomietda quantité ! Derriére la double définition
du nombre qui est avancée, d’'une part en tant @gerr arithmétique et d’autre part en tant
gue raison géométrique des quantités, il y a évidem la difficulté que les mathématiciens
avaient a I'époque a penser l'articulation enteedembres naturels, les rationnels et ceux que
I'on appellera ensuite les réels (chez Euclidehérie des rapports était une théorie dont les
fondements étaient géomeétriques).

bY

Ici, nous nous en tiendrons évidemment a considi@®rnombres comme des raisons
arithmétiques des quantités (plus loin dans cetexdus verrons cependant que les notions de
«nombre ordinab et de «xombre cardinab sont le résultat d’'un prolongement historique
des débats créés par I'existence de deux raisous lps quantités, I'une arithmétique et
l'autre géométrique). Considérer le nombre commmilson arithmétique des quantités nous
ramene évidemment au caractere crucial de li@matle 'unité, c’est-a-dire au caractere
crucial de I'enseignement du comptage sous la fodne « comptage-dénombrement » :
« une unité ; et-encore-une, deux unités ; et-@agoe, trois unités ; et-encore-une, quatre
unités... » Comment expliquer que vers la fin desaari980, I'école francaise ait renonceé a
enseigner cette forme de comptage ? Un ouvragaéayp role considérable (voir Brissiaud,
2013*"), celui que Rochel Gelman et Charles Gallistel7@%nt intitulé : «The Child's
Understanding of Number™".

Selon Gelman et Gallistel, le comptage-numérotagedne acces a la
« numerosity », mais qu’est-ce que la « numerosity ?

Le titre de I'ouvrage de Rochel Gelman et Charlefli€el est leurrant parce qu’il y est tres
peu question du nombre, du moins au sens ou leglepédistes définissait cette notion.
Pour I'essentiel, ces chercheurs se sont livrésié analyse du comptage selon ce qu'ils
appellent des principes» dont les trois premiers sont, de leur point de, s principes du

« Comment comptes. Le premier principe est celui de correspondahaeité — 1 mot : |l
faut veiller a bien dire un mot-nombre différenaighe fois qu’une nouvelle unité est pointée,
le deuxiéme le principe de suite stable : les motsbres doivent étre engendrés dans le
méme ordre a chague comptage et un troisieme wcipei qu’ils appellent le principe
cardinal » : le dernier mot-nombre prononcé lors d’'un cagptpermettrait précocement a
I'enfant d’accéder a ce que ces chercheurs dénotmeneameéricain la Rumerositys.

Ainsi la forme de comptage que ces chercheurs seatyest celle ou I'éducateur théatralise la
correspondance 1 mot — 1 unité : «le un; le deextrois ; le quatre... », c’est-a-dire le

« comptage-numérotage ». C’est celle que les maemgeignent le plus souvent mais aussi
celle qui, selon René Brandicourt, ne devrait janéie favorisée a I'école. A aucun moment
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ces auteurs n’envisagent que I'enseignement du tag@pourrait prendre une autre forme :
cela semble aller de soi que c’est ainsi qu'’il geigner eomment compter.

D’aprés Gelman et Gallistel, les enfants auraieet connaissance précoce du fait qu’a l'issue
d'un comptage-numérotage, s'ils respectent bierdt® des mots-nombres, le dernier mot
prononcé deésigne la « numerosity ». Mais qu’estiee la « numerosity » ? S’agit-il de la
grandeur, de la quantité ou du nombre ?

La section qui suit contient plusieurs passagesamglais mais il était difficile de faire
autrement : I'un des principaux problemes que IFencontre aujourd’hui pour penser les
apprentissages numeériques est 'emploi frequemglicismes tels que « numerosity » traduit
« numeérosité » ou « cardinality » traduit « cartli@a» sans que nous sachions ce que les
chercheurs qui les utilisent veulent dire de manierécise. Or, traduire les passages des
articles originaux sur lesquels nous allons noupuggr aurait conduit a préjuger des
interprétations qui sont les notres.

Présentation d’'une recherche particulierement éckaite

Une recherche récente de Mathieu Le Corre (201 3)titulée «Children acquire the later-
greater principle after the cardinal principle est particulierement instructive et
incontournable pour répondre a la question : gtcestue la numerosity ? Il faut d’abord
noter que ce chercheur retient comme critere dseace« principe cardinal » la réussite a la
tache «Donne-moi N objets lorsque N est inférieur ou égal a 5, c’est-a-dinecritére bien
plus strict que celui utilisé par Gelman et Gadligtépéter le dernier mot d’'un comptage lors
de la tdche €ombien y a-t-il de.» ou changer d’intonation lorsque ce dernier nsit e
prononceé). La tache [donne-moi N objets est le plus souvent retenue aujourd’hui depuis
que Sarnecka & Carey (2008) ont montré que lorsque des enfants états-uniens la
réussissent jusqu’a 5, ils la réussissent aussidaiils savent compter-numéroter, ce qui
atteste d’'une certaine généralisation et, donc,lg@emportement des enfants n’est pas une
pure mécanique. Mathieu Le Corre s’adresse a desten(3 ans 8 mois en moyenne) qui
viennent de découvrir le « principe cardinal » gffants ont été testés et 30 seulement ont
été retenus), ils savent tous compter verbalemusgiuja 10 au moins, ce qui garantit qu’ils
réussissent la tacheonne-moi N objets jusqu’a 10 au moins.

Mathieu Le Corre propose deux autres taches auanenf 1°) Une tache d’estimation-
comparaison de la « numerosity » : des cartes gantes, 8 ou 10 points sont montrées et
I'enfant doit dire combien il y en a sans les coenptcette tache est qualifiée ici d’
« estimation-comparaison » parce que le chercheuvanpas s'intéresser a la qualité des
estimations lorsque celles-ci sont évaluées inddggement les unes des autres mais il va
chercher a savoir si I'enfant face a une collecterlO points, proposent un mot-nombre qui
se situe plus loin dans la suite verbale que apliii propose face a 6 points ; 2°) Une tache
de comparaison : on dit a I'enfant que dans une&eldermée il y a 6 poissons et dans une
autre 10 poissons ; un animal veut manger le ptupaissons possible ; laquelle des deux
boites doit-il choisir ?

Quatorze enfants sur les trente échouent totalel®®dieux taches : leur taux de réussite n’est
pas meilleur que s’ils répondaient au hasard. Ertpaot, tous savent donner 10 unités et 6
unités respectivement !

Rapportons une partie de la conclusion de MathielCbrre (p. 14) : ®ur results suggest
that the acquisition of the cardinal principle da&st involve or require the acquisition of any
knowledge of the numerical significance of the pafethe number words in the list. Rather,
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we suggest that knowledge of the cardinal principlexactly as Gelman and Gallistel (1978)
first described it: that is, knowledge that thetlamimber word of a count denotes the
numerosity (or cardinality) of the counted set whigcount is correct»

Le comptage-numérotage ou la représentation de Uaitité par une collection de numéros

Comment interpréter les résultats de I'expériendevignt d’étre décrite ? Il faut avant tout se
rappeler que I'ensemble de ces enfants savent dgosgqu’'a 10 jetons. On peut donc

considérer qu’ils commencent a traiter la quanb.maniére plus précise, il faut considérer
que la récitation dans l'ordre de la collection d@spremiersauméros permet a ces enfants

de construire une collection ayant la taille denggnd

Il faut en effet parler dauméros parce qu’'on dispose de nombreuses preuves engsridu
fait qu’'un enseignement du comptage basé sur @@irtlisation de la correspondance 1 mot
— 1 objet, conduit les enfants a considérer lessmombres comme des sortes de numeros.
Ainsi, lorsque des enfants de 4 ans et demi enwrennent de compter 7 objets de cette
maniere et lorsqu’on leur demande de montrer ledbjéts, en insistant sur la marque du
pluriel (« les 7 objets »), ils montrent quand mémeseul objet : le dernier pointé (Fuson,
1988)*"". De facon récente, Colomé & Noél (2012} obtiennent des résultats qui vont dans
le méme sens avec des enfants francophones. Rarsilorsqu’'on demande a des éléves de
GS de rédiger un message écrit afin de ne paseoutimbien il y a d’objets dans une
collection de 7 objets qu’ils viennent de comptemeroter, ils dessinent: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
c’'est-a-dire I'ensemble des numeéros qu’ils vienndhitiliser (Sinclair & col, 1988 ;
Brissiaud, 1989, Margolinas & Wozniack, 20172)

Et s’il s’agit de comparer deux collections de 4 einités respectivement, on observe certains
enfants qui comptent la premiére en disant: 13,2 , sans étre capable de résumer leur
comptage-numérotage par le mot 4 ; mais cela nenggche pas de se tourner vers l'autre
collection en disant : 1, 2, 3, 4, 5, sans non gius 5. Dans 'un et l'autre cas, ils ne savent
pas répondre a la questioltembien y a-t-il... ? et pourtant, ils concluent correctement en
disant que la collection « 1, 2, 3, 4, 5 » est plosbreuse que la collection « 1, 2, 3,4 » : ils
ont compris que lorsque le comptage-numérotageptugloin » ou « dure plus longtemps »,
on peut dire : 4 y a plus la que | (Droz & Paschoud, 198%). Dans un premier temps,
donc, le comptage-numérotage permet la représemtde la quantité paune collection-
témoin de numéros(on notera que dans ce cas la comparaison estiggdssfait que le
comptage-numérotage a été effectif).

Mais les trente enfants retenus dans I'expériec®athieu Le Corre sont plus avancés : ils
comprennent I'expressionRonne-moi 10 jetons et ils ont donc commencé a coordonner
deux significations du mot « 10 », celle ou ce &t a désigner une quantité de jetons (les
10 jetons), et celle ou ce mot renvoie au dernienéro utilisé (le jeton numéro 10 dans la
numérotation 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10). Ainsi,que Rochel Gelman appelle le « principe
cardinal » peut étre appelé umprincipe de nominalisation de la quantité lorsqudle-ci est
représentée par une collection de numéroslO vaut pour 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,°10.
L’enfant qui accede a ce «principe » se compodmmae s'il avait compris que pour
mémoriser la collection de numéros 1, 2, 3, 4, pab exemple, dont il sait gqu’elle représente
une quantité donnée, il suffit, grace a l'ordre dests-nombres, de mémoriser le dernier
numéro : 6 vaut pour 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Intéressons-nous cependant aux 14 enfants sur BGdpouent la tache d’estimation-
comparaison et celle de comparaison. Si des cuallectle respectivement 6 et 10 unités leur

octobre 14
Brissiaud Rémi — Chercheur — CSP Contribution Page 12 sur 34

www.education.gouv.fr/csp/



étaient montrées physiquement, ces enfants saura@ntrer celle qui en contient le plus
(Dehaene, 1997-2010"). Il faut en conclure que chez ces enfants, lainalisation de la
qguantité ne donne pas encore acces aux propriéiésogt celles des grandeurs sous-
jacentes: les noms des quantités sont insuffisasnm@ordonnés aux grandeurs
correspondantes pour permettre la comparaison gleggscelle-ci serait possible a partir des
collections elles-mémes.

Ainsi, cette recherche de Mathieu Le Corre montte glans un premier temps, la

nominalisation de la quantité que lI'enfant a aogudans un contexte de comptage-
numeérotage donne acces a des quantités qui sanddgpermettre la comparaison. Ceci peut
se reformuler de la maniére suivante : cette retleemontre que l'acces a ce que Gelman
appelle le « principe cardinal » ne coincide pascdiacces au nombre. En effet, si, comme
cela a été argumenté, le nombre se fonde dansrparaison des quantités, le critére d’acces
au nombre n’est pas respecté. Au dela d’'un tebmasment qui s’efforce d’étre précis, quel

chercheur aurait envie de parler de nombre aloespgés d’'un enfant sur deux ne disposent
méme pas de ce que Mathieu Le Corre appelle «atbedreater principle » ?

En fait, nous verrons plus loin dans ce texte ge&afant qui en est la de son cheminement est
plus éloigné du nombre que s’il représentait langjtéa par une collection-témoin de points,
de traits ou de doigts parce gu'’il va lui falloppur organiser ses collections-témoins de
numeéros, surmonter I'obstacle de la polysémie detssmombres. Mais le point essentiel de
I'analyse précédente est celui-ci : lorsqu’a ldesdis travaux de Gelman, on considére que le
comptage-numérotage donne acces a la «numergsitg »mot doit étre traduit par

« quantité » et non par « nombre » ('usage du moardinality », lui aussi employé par
Mathieu Le Corre, est discuté plus loin dans céedex

Les principes du comptage selon Gelman et Gallistelin usage malheureux
du mot “cardinal”

Le comptage-numérotage ne donne acces qu'a la itfuanbis Gelman et Gallistel ont
malheureusement utilisé le motardinal » pour dénommer le principe correspondant, ils
parlent de qrincipe cardinal» ce qui a eu comme conséquence que de nombretchelrs
ont trés vite franchi le pas : ils ont remplacénet «numerosity» par «humber». Mais
commencgons par retracer 'histoire de la signifamatdu mot «cardinal » afin de mieux
comprendre pourquoi un usage « malheureux » ducardinal n’a rien d’étonnant : en fait,
seul un contrdle épistémologique rigoureux de ssagea permet d’éviter les confusions. Par
exemple : on trouve souvent dans les textes detilide les expressions « aspect cardinal du
nombre » ou « aspect ordinal du nombre » alors dares le cas des nombres finis, ces
expressions sont des oxymores.

Le mot « cardinal » pour désigner I'usage principdés nombres et la signification

principale des numéraux

Le mot «cardinal» vient du latin «cardo» qui désigne le givot» ou le «gond» d’'une
porte, c’est-a-dire sa piéce principale. D'ou lesséiguré de ce mot, celui depsincipal ».
Dans un premier temps, ce mot a été utilisé dasers figuré au 1¥siécle pour qualifier les

« vertus cardinales », puis vinrent les « ventslinaux », les « points cardinaux » et, en
grammaire, le fait de qualifier les mots qui référa des nombres, les numéraux, tantét en
tant que cardinaux (sept, treize...) quand ils dé&sigmles quantités (c’est le sens « pivot »
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des numéraux), tantét en tant qu’ordinaux (septjemegzieéme...) quand ils désignent des
rangs.

Pourquoi avoir qualifié de « principal » I'usagesdeombres correspondant a la mise en
relation des quantités plutdt que celle des rarigwf point de vue théorique, lorsqu’on s’en
tient a un usage banal du nombre, c’est-a-direjioos évite les pieges de linfini et tant
gu’'on s’en tient aux relations additives, les dpoits de vue se correspondent parfaitement :
lorsqu’on adopte le point de vue de la mise enticglgou mesure) des quantités, on dit que
« 6 unités, c’est 5-unités-et-encore-1 ; c'est #ésret-encore-2 » et lorsqu’on adopte le point
de vue de la mise en relation (ou mesure) des rqugs« le 6rang, c’est le Srang aprés le
1%"; c'est le 4 rang aprés le®2 c’est le 3 rang aprés le °3 etc. ». On a affaire a deux
contextualisations différentes des égalités 6 =15;6 = 4 + 2 ; etc. Alors, pourquoi I'un des
usages des nombres serait-il « cardinal » ?

Allons vers des contextes définis de maniere ptasige et changeons la taille des nombres
en considérant 1984 enfants. Cette quantité d’'eénfest possiblement formée de 6 garcons et
1978 filles ou bien de 1978 garcons et 6 fillesa€iime de ces propositions nous parait
immeédiatement aussi vraie I'une que l'autre. Erarehe, s'il est facile de vérifier que 6 ans
apres I'an 1978 on était en 1984, le fait que 1&T8apres I'an 6, on était de méme en 1984,
nous demande réflexion. En fait, on n’a jamais wiconque acquérir I'intelligence des
nombres, c’est-a-dire la connaissance de tellesoak, en apprenant a maitriser, au sein d’'un
systéme de numérotation, les relations entre chélfueent et son successeur, le successeur
de son successeur, etc. Il y a une bonne raisongetau: la commutativité de I'addition (6 +
1978 = 1978 + 6), une propriété conceptuelle ingrag des nombres, est souvent évidente
dans un contexte ou I'on traite des quantités @ réunit une équipe de garcons et une
équipe de filles, a-t-on ajouté les filles aux gais;ou les gargons aux filles ?) alors que cette
propriété, dans un contexte ou I'on traite des sasignifie que le X* élément aprés 1€*°

est aussi le §'° aprés le X" Appliquée aux rangs, la commutativité est souveint d'étre
évidente. Il faut se I'approprier dans un conted¢equantités avant d’étre convaincu que,
dans un contexte de rangs, ¢a marche encore.

Comme nous l'avons vu en considérant les travaludide, de Newton et ceux des
encyclopédistes, la notion de nombre s’est coristeupartir de celle de quantité. Ce n’est pas
étonnant que cette notion ait été associée de neapiivilégieée au contexte qui lui a donné
naissance. On comprendrait mal qu’elle ne le neateaujourd’hui. On remarquera d’ailleurs
que d’un point de vue morphologique, les numérawinaux sont dérivés des cardinaux : ils
s'obtiennent en y ajoutammea la fin. Ainsi, vers 1850, tout était parfaiternefair : les
nombres avaient deux usages, la mise en relatioma(mesure) des quantités et la mise en
relation (ou la mesure) des rangs. Par ailleurapgaraissait clairement que la mesure des
guantités et celle des rangs sont deux usagesngudbnvient pas de mettre sur le méme plan
et, comme on n'utilise pas les mémes mots numéilansg I'un et I'autre cas, on qualifiait de
cardinaux ceux qui sont utilisés dans le conterte gquantités (usage principal des nombres)
et d'«ordinaux » ceux qui le sont dans le contalds rangs (usage second des nombres).
Tout va se compliquer dans la seconde moitié diuf Xiécle.

Le mot « cardinal » pour désigner la nature de aarts nombres infinis

En mathématiques universitaires, en revanche,elidlj« cardinal » est aujourd’hui utilisé
pour qualifier autre chose gu’un usage des nomiudses mots de la langue qui servent a cet
usage, il qualifie les nombres eux-mémes : on asjeurd’hui de « nombres cardinaux ».
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L’invention de ces nouveaux nombres remonte ausiéle avec les travaux de Cantor
notamment. A cette époque, les mathématiciens esgenti le besoin d'utiliser le mot
« cardinal » dans ce sens trés différent (il gigalds nombres eux-mémes et non leur usage)
afin de préciser les différentes sortes d'infinigilg rencontraient. Ainsi, les nombres réels
compris entre 0 et 1, ceux qu’'on atteint ou appeoahec des écritures décimales du type
0,43897... forment un ensemble infini qui est plusombreux » que les entiers naturels :
Cantor a en effet montré qu’aucune correspondagroeet a terme entre ces nombres et les
entiers naturels n’est possible. En revancheniloatré que les fractions (il faudrait dire : les
rationnels) comprises entre 0 et 1, énuméréesresagelon leurs dénominateurs croissants :
1/1, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/36,15/6, 1/7... peuvent étre mises en
correspondance terme a terme avec les entierseigtoe qui est contre-intuitif : on a en effet
I'impression qu’avec les seules fractions de nuteéral : 1/1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6..., on va
« epuiser » 'ensemble des numeéros et que, dop@ bien plus de fractions que d’entiers.

Pour préciser ces différentes sortes d’infinis,fethématiciens ont eu besoin d’articuler la
notion de nombre infini lorsqu’elle s’appuie surdarrespondance terme a terme (c’est le
point de vue de la quantité), avec celle de nomifiei lorsqu’elle s’appuie sur la création
d’'un ordre (c’est le point de vue des rangs). ls choisi de parler de « nombre cardinal »
dans le premier cas et de « nombre ordinal » dassdond.

Ainsi, comme les fractions comprises entre O ee¢dvpnt étre mise en correspondance terme
a terme avec les entiers, ces deux ensembles omhélme cardinal, ils sont aussi
« nombreux » I'un que l'autre lorsqu’on les cons&ddu point de vue de la correspondance
terme a terme mais, dans le méme temps, on a \an@u'envie de dire que les fractions
comprises entre 0 et 1 sont plus « nombreuses gyioest effectivement le cas lorsqu’on les
considere d’'un point de vue ordinal : si 'on nommel’ordinal (infini) correspondant a
'ensemble des entiers naturels, par exemple, eessi celui de 'ensemble des fractions du
type 1/1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5... Si 'on continue &er un rang supplémentaire en considérant
que 2/3 est la fraction suivante, cette fractioma sepérée par I'ordinab + 1, la suivante par

w + 2, etc. D’un point de vue cardimal+ 1 et désignent la méme entité : il N’y a rien de
choquant a ce que linfini-et-encore-un soit égadlirdini parce que « un », c’est vraiment
petit & coté de I'infini. On a donc affaire au méoaedinal. En revanche, d’'un point de vue
ordinal,w + 1 etw sont deux ordinaux distincts qui se suivent. Aif@isqu’on s’intéresse
aux ensembles infinis, il existe de nombreux omginéangs) distincts qui ne sont pas des
cardinaux (quantités) distincts.

Eviter les expressions « aspect cardinal » et «easprdinal » des nombres finis : ce sont
des oxymores

En revanche, lorsqu'on s’en tient aux ensembles,fiparler de « nombre cardinal », de
«nombre ordinal » ou faire I'économie de l'un é&iutre qualificatif en parlant tout
simplement de «nombre », c'est référer aux ménmgés. Lorsqu'on s’en tient aux
ensembles finis, le nombre est nombre, il n'estajanspécifiguement cardinal ni jamais
spécifiqguement ordinal parce qu'il est indistinceernles deux. Ce point de vue était a la base
de l'approche de la genése du nombre que Piagearec@™". L’aspect « logiciste » de la
théorie de ce grand chercheur n’est plus d’actuatidis son fondement épistémologique n’a
pas vieilli : le nombre est mise en ordre des gtémselon leurs différences, il n’est ni dans
les quantités envisagées seulement en tant qes,talldans la mise en ordre d’autres entités
que les quantités.
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On parle souvent de la théorie de Cantor comme ed'th€orie des ensembles mais,
fondamentalement, il s'agit d’'une théorie des isfif”. Concernant les nombres finis, son
seul apport est d’avoir mis fortement en avanaledue I'égalité de deux quantités se fonde
dans la correspondance terme a terme. Cependasqulon s’en tient aux nombres finis,

cette explicitation du role de la correspondancea¢ed terme ne change en rien la définition
gu'’il convient de donner des nombres : ceux-ci éoivtoujours étre considéré comme la
raison des quantités parce qu’ils résultent dert@ge en ordre selon leurs différences.

Si I'on veut se convaincre du fait que les nombiir@s ont une seule nature qui est d’étre la
raison des quantités, il suffit la encore de seomtep a IEncyclopédieméthodique par
d’Alembert, Bossut, de la Lande et Condorcet. Daeke encyclopédie, il nexiste pas
d’entrée correspondant au mot CARDINAL et cela gligjue bien: a cette époque ou
I'essentiel avait été dit concernant les nombrei file mot cardinal ne renvoyait a aucune
entité théorique qui serait difféerente de celleriiédans I'entrée NOMBRE.

Aujourd’hui, il est préférable de faire I'éconondes expressions « nombre cardinal » et de
« nombre ordinal » lorsqu’on parle de nombres faass un contexte didactique parce que
'usage des adjectifs « cardinal » et « ordinakbsiperfétatoire. Allons méme plus loin : il
faut éviter de parler de I' « aspect cardinal -det’ « aspect ordinal » des nombres finis ou
encore de « cardinalité » et d’ « ordinalité ». &fet, si la nature profonde du nombre,
lorsqu’il est fini, est que ces deux aspects (Em$pguantité et I'aspect mise en ordre des
guantités) ne peuvent pas étre envisagés séparé&mentque la notion méme de nombre
disparaisse, chacune de ces expressions est uromxym

La distinction entre un aspect « cardinal » et sipeat « ordinal » des nombres finis est en
effet contradictoire. Qui aurait envie de distinglie aspect quantité » et I'« aspect mise en
ordre » de l'itération de I'unité alors que s’apmiier cette propriété, c’est tout le contraire de
distinguer ces deux aspects puisque c’est réaliser la fusion: «Les enfants doivent
comprendre que toute quantité s’obtient en ajoutamta la quantité précédente (ou en
enlevant un a la quantité supérieure) et que saod®#nation s’obtient en avancant de un
dans la suite des noms de nombres ou dans I'éerdes chiffres ? Or, l'itération de l'unité
est la porte d’entrée vers le nombre et I'on net gewmc pas isoler I'un des deux soi-disant
« aspects du nombre » sans s’exprimer de maniéreadictoire. Du fait qu'il est mise en
relation des quantités et, donc, de nature plusatesque les quantités, le nombre ne peut
plus étre considéré sous un aspect qu’il n'a ptedui de quantité.

Nous reviendrons sur cette question vers la ficeléexte parce que depuis pres de 30 ans,
'usage des oxymores que sont les expressionseciasprdinal » et « aspect ordinal » des
nombres finis sert malheureusement de masque aix atienseigner le comptage-
numerotage.

La confusion née de I'emploi du mot « cardinal » pp@elman

L’'usage du mot « cardinal » dans I'expression r@pie cardinal » est malheureux parce que,
dans le courant du 28iécle, suite aux travaux de Cantor, ce mot $testvé de plus en plus
souvent utilisé comme synonyme du mot « nombrasiegserait que pour éviter la répétition
de ce mot, dans un souci de style. On lit par exerdpns le projet de programme pour
I'école maternelle que : ¢a construction du nombre) est conduite a parer abllections
dont I'enseignant pourra raisonnablement, en famttdes approches qu'il utilise et des
caractéristiques des éleves, limiter le cardinatrenlO et 20 en grande sectionSi on
remplace le mot « cardinal » par « nombre », la enéhée est véhiculée, de maniére plus
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simple. On remarquera que c’est le mot « cardirgt mon le mot « ordinal » que l'usage a
retenu comme synonyme de « nombre » alors que sllgsuiravaux de Cantor, aucune raison
d’'ordre mathématique ne justifie un tel choix : fdut tres certainement y voir une
conséquence du fait que I'usage cardinal des n@@stdeur usage principal.

Comment s’étonner des lors que la définition duirgpe cardinal » ait évolué de la maniere
suivante « the [numeral] applied to the final item in the sepresents thaumberof items in
the set. »(Sarnecka & Carey, 2008'). En Francais, Michel Fayol (2012)"', dans deux
pages contiglies d’'uUQue-sais-jeconsacré a l'acquisition du nombre, définit alasiprincipe
cardinal” selon Rochel Gelman (p. 62) L& mot-nombre qui désigne le dernier élément
d’'une collection représente leombretotal d’éléments. Ainsi, il n'est plus question de
« numerosity » mais de « number » en anglais etra@mbre » en francais.

Il ne fait guére de doute que la polysémie du motrdinal » expligue que l'accés au
« principe cardinal » soit tres souvent consid@&mdme un critere de I'accés au nombre alors
gu’il n'est qu’un principe de nominalisation dedaantité lorsque celle-ci est représentée par
une collection de numéros. La quantité n’étantalget évidence pas le nombre, faut-il en
conclure que la théorie de Susan Carey, autre graade psychologue contemporaine
(professeur de psychologie au MIT puis a Harvaseiait grossierement fausse ?

La définition du « principe cardinal » a évolué, lecritére de son
appropriation aussi

En fait, la situation est plus complexe que cedans le méme temps que la définition du
« principe cardinal » a évolué (on n'y parle ples<dnumerosity » mais de nombre), le critere
d’appropriation de ce principe a, lui aussi, changén seulement I'enfant doit savoir donner
N objets jusgu’a 5, on ne se contente plus quihsarépéter le dernier mot d’'un comptage-
numérotage en réponse a la question « Combienily.ast mais, de plus, I'enfant qui atteint
ce critére serait censé comprendre [litération 'daité. Ainsi, dans le méme article de
Sarnecka & Carey, celui ou I'on nous dit que lendlr mot d’un comptage-numérotage
désigne le nombre, on lit dans la présentatiorette cecherche :

« The first question of the present study then,sghk cardinal principle a procedural rule
about counting and saying ‘how many’?Alternativeéhe cardinal principle can be viewed as
something more profound — a principle stating tlaatnumeral’s cardinal meaning is
determined by its ordinal position in the list. $means, for example, that the fifth numeral
in any count list — spoken or written, in any langa — must mean five. And the third numeral
must mean three, and the ninety-eighth numeral mesi 98, and so on.

If so, then knowing the cardinal principle meanssihng some implicit knowledge of the
successor function — some understanding that tiheireity for each numeral is generated
by adding one to the cardinality for the previowsmeral. The second question of the present
study then, is: Is the cardinal principle a conaegtrule that is related to knowledge of the
successor function?

Et les auteurs avancent certaines données qui eetinlontrer que la réussite a la tache
«Donne moi N objets jusqu’a 5 s’accompagne d’une certaine compréberge I'itération
de l'unité. Nous allons voir que ce dernier pointd@puis été remis en question mais
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'important est ailleurs : Susan Carey renoue awecritere d’accés au nombre utilisé par
Jean Piaget et Pierre Gréco. Ainsi, concernantdmier de ces chercheurs, il commente avec
Barbel Inhelder (1963 les propos d’'un enfant qui avait été confronténa tache de
conservation :

«Cafaitl, 2,3,4,5icimous dit un sujet de 4 ans et 1, 2, 3, 4, 5 la, mais ¢a fait quand
méme plus la (en montrant la rangée la plus longu@gns cet exemple, les noms de nombre
1 a 5 ne constituent qu’'un moyen pour individualies éléments, mais n’entrainant ni la
conclusion que le tout est égal a la somme desgsani par conséquent la conservation de
ce tout. Or, sans additivité ni conservation, orsaarait parler de nombres !"

Pour Piaget, on ne peut pas parler de « nombre» obt enfant parce qu’il lui manque la

conservation, bien entendu. Mais passons sur te&renparce qu'il renvoie a un aspect de
I'approche piagétienne particulierement complexeyj@t n'est pas d’actualité : son aspect

« logiciste ». En revanche, Piaget souligne I'eéxise d’'un autre manque qui, de son point de
vue, a partie liée avec I'absence de conservatiams additivité du comptage, on ne saurait
parler de nombre. Cette propriété d’additivité @dte que Pierre Gréeco appelait a la méme
époque l'itération de I'unité (Gréco, 1960, 1963Y'.

On a deéja souligné les raisons qui expliquent duepobrtance de cette propriété ait
progressivement émergé au sein de I'école de Geravbéorie de Piaget trouve sont origine
dans le fait que les nombres finis sont indissderaknt cardinaux et ordinaux ou encore que
la correspondance terme a terme et 'ordre sort geints de vue indissociables lorsqu’on
parle du nombre.

C’est trés exactement cette idée qu’expriment Samet Carey dans I'extrait rapporté plus
haut, en insistant sur le caractere conceptuekedgue devrait étre unprincipe cardinal».

lIs I'expriment en utilisant un mot dont, & encoiteconvient de rechercher un équivalent en
francais : le mot €ardinality ». Or, c’est bien évidemment, la encore, le mguantité » qui
convient. Ainsi, la phrasethe cardinality for each numeral is generated bgiad one to the
cardinality for the previous numerapeut-elle se traduire: (lors d'un comptage-
dénombrement) «l quantité correspondant a chaque mot-nombre résiét I'ajout d’'une
nouvelle unité a celle correspondant au mot-nonméceédent. L'usage de I'anglicisme
« cardinalité » n’a aucune nécessité, celui du «mantité » permet une expression précise.
On remarquera d’ailleurs que dans le premier extagiporté ici, Mathieu Le Corre utilisait
les mots « numerosity » et « cardinality » commesymes.

Ainsi, en 2008, Susan Carey renoue-t-elle avecrit@re d’acces au nombre sur lequel Jean
Piaget et plus encore Pierre Gréco avaient insgsténotoriété a eu pour effet que I'étude de
I'itération de l'unité s’est tres vite imposée comimcontournable.

L’étude de I'accés a I'itération de I'unité : une question de plus en plus vive
en psychologie des apprentissages numeériques

Parmi les recherches dans lesquelles I'étude tidtion de I'unité joue un réle crucial, il
faut souligner celle de Davidson, Eng & Barner @01”. En effet, ces chercheurs remettent
en cause l'interprétation que Sarnecka et Care§g8Rfont de leurs résultats. Davidson, Eng
et Barner s’adressent a des enfants qui ont endiess3} mois et 5 ans 3 mois et qui savent
tous donner 5 objets (de plus, ils savent tous tempmerbalement jusqu’a 9 au moins). Au
sens de Susan Carey, donc, ces enfants devraieqreadre les 9 premiers nombres. Or,
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lorsqu'on leur demande de dénombrer une collectolmm 4 objets et qu’ensuite
I'expérimentateur ajoute 1 autre objet en intereoge « Et maintenant, il y a 5 objets ou
6 objets ? », un certain nombre de ces élévespmndént pas mieux qu'au hasard. Avec de
plus grandes collections, I'échec est massif.

Comment s’étonner d'un tel résultat ? Lorsque ldsicateurs mettent I'accent sur la

signification « numéro » des mots-nombres, poumguenfant comprenne que « 6 unités,
c’est 5 unités et encore une », alors que pouelaiot 6 renvoie a 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le mot 5
renvoie a 1, 2, 3, 4, 5, il faut non seulement Igedinsidére 6 et 5 a la fois comme des
numeéros et des pluralités mais, de plus, il faiil gomprenne que le numéro 6 doit étre

considéré comme 1 (c’est le « 1 de plus »). LomgEnseigne le comptage-numérotage, la
polysémie des mots-nombres est un obstacle quitrept souvent sous-estimé (nous

reviendrons sur cette question plus loin dansxie)e

Cette recherche prouve une nouvelle fois que I'a@ee «principe cardinal» qu’il vaudrait
mieux appeler : grincipe de nominalisation de la quantité lorsquedleci est représentée
par une collection de numéo (6 vaut pour 123456), n’'induit pas l'accésiterdation de
I'unité, c’est-a-dire au nombre. Lorsque I'enfapmimprend I'expression « 6 cubes » comme
renvoyant a une collection de cubes qu’il sait fermn comptant-numérotant jusqu’a 6, cette
expression renvoie seulement a une quantité descetbron a un nombre de cubes : il est
d’autant plus important de distinguer lexambre de...» de la «quantité de...», suivant
qgue I'enfant maitrise ou non I'itération de l'unitfue c’est la méme expression, « 6 cubes »,
que I'enfant utilise pour désigner l'une et l'autte ces notions. Ce que dit I'enfant ne révele
pas d’emblée le niveau de conceptualisation queesien.

Les résultats de cette recherche rappellent éviderhireux de Pierre Gréco : les enfants
n'accedent pas a l'itération de l'unité quelle o la taille des collections, cet accés se fait
de proche en proche, d’abord dans un domaine nguglimité puis au-dela, selon une
progression gu'il vaudrait la peine de mieux étudimis dont il n’est pas difficile d’anticiper
gu’elle dépend de la facon dont se disent les nemlolans la langue de I'enfant. Par
exemple : il est plus facile de comprendre que’'&4td0 et encore 1 quand 11 se dit dix-un
et il est plus facile de translater la connaissateditération de I'unité du domaine des 10
premiers nombres vers le domaine des 10 nombreargsiquand ils se disent : dix-un, dix-
deux, dix-trois, etc.

Mais cette recherche de Davidson, Eng & BarnerZ20lest pas la premiere a s'intéresser a
I'itération de l'unité aprés celle de Sarnecka erdgy (2008). Des 2008, dans un numeéro
spécial dePhilosophical PsychologyVéronique lzard, Pierre Pica, Elizabeth Spelke et
Stanislas Dehaene (2088) publient un article intitulé : Exact equality and successor
fonction : Two Key Concepts on the Path towardseddsichnding Exact Numbers Comme,
dans leurs travaux, ils ont bien souvent consitEgens inné des grandeurs comme un sens
inné de nombres qui seraient approximatifses auteurs éprouvent le besoin dattirer
I'attention sur le fait qu’il existe une autre sode nombres : lesnombres exacts et que
I'étude de I'acces a ces nombres exacts s’appui@leux concepts clés : celui d’ exact
equality» et celui de successor fonction. Intéressons-nous a ces concepts qui sont
présentés comme la clé de I'acces au « nombre ex@rt peut considérer que le premier de
ces concepts, dont ils disent que pour I'esseitiEduve son origine dans la correspondance
terme a terme, est celui deantitéet que le second est celuitéiation de I'unité Au final,

le nombre apparait bien comme résultant de la meiserelation des quantités gréace,

BN

notamment, a lI'acces a l'itération de l'unité. Apreet article, c’est évidemment toute la
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branche de la psychologie qui s’appuie sur I'imegeerébrale qui a emboité le pas aux
auteurs précédents. Par exemple, dans un artiifielén«<Finger numeral representations :
more than just another symbolic cosle Samuel Di Luca et Mauro Pesenti (2011)
présentent le successor-predecessor principleomme ce qui séparear inner rough
number sens d’'un «developped, symbolically represented, number cdneep

bY

Intéressons-nous a un autre courant de recherchesyahologie cognitive, celui qui est
incarné par Lance Rips. Dans un livre publié en1¥0%t intitulé : «Lines of Thought:
Central Concepts in Cognitive Psychologyl'un des principaux concepts abordés est celui
de nombre. Le propos de l'auteur est différent entend montrer que I'enfant ne traite
vraiment du concept de nombre que lorsqu’il metlesibres eux-mémes en relation et non
plus les quantités correspondantes et que celaem¢ mgsulter que d'une activité de
schématisation (au sens psychologique du termggnise que le cheminement vers le nombre
est nécessairement beaucoup plus « top-down »efuiequi est habituellement décrit. Dans
les 53 pages consacrées au concept de nombregtitté de I'unité est omniprésente et elle
est présentée comme étant au cceur de la notioordbra. On y lit méme ce qui n'est pas
loin d’étre une recommandation d’enseigner le «mtage-dénombrement », appelé
« advanced counting » dans le texte (p. 82) :

«the element of advanced counting (the numeralbefttbunting system) are in one-to-one
correspondance with the natural numbers — a comesjance that preserves the successor
relation. (That is, the successor relation on tleumnals corresponds to that on the natural
numbers.) | am not claiming that children attaire tboncept of natural number by learning
advanced counting : | think it more likely that Idnen learn an underlying set of principles
that facilitates both advanced counting and thecemt of natural number (see Section 2.5).
However, advanced counting, not simple countingyioles the numerals that are the obvious
counterpart of the natural numbers. »

Un autre courant de recherche est incarné par ABhtoody" et Catherine Sophidii. Jai
débattu des travaux du premier danSpprendre a calculer a I'école (Brissiaud, 2013, p.
51-52f". La seconde a publié en 2007, c'est-a-dire la ménmée que Rremiers pas vers
les maths», un ouvrage intitulé The origins of mathematical knowledge in childho®d lit
dans la présentation de I'ouvrage trois recommamuapédagogiques que je ferais miennes
sans en changer un mot :

« Sophian advances three instructional recommendsatiéirst, instruction about numbers
should always be grounded in thinking about queetitand how numbers represent the
relations between them; second, instruction ingbdy years should always be guided by a
long-term perspective in which current objectives ahaped by an understanding of their
role in the overall course of mathematics learniagd third, instruction should be directly
toward promoting the acquisition of the most geharathematical knowledge possible.

Concluons cette section : tous les chercheurs fendént pas aujourd’hui la méme théorie
des premiers apprentissages numériques, loin atgnrhais il semble bien que nous soyons a
une sorte de tournant du fait que la répétitionddtnier mot d’'un comptage-numeérotage,
longtemps considérée comme le critére d’acces«@lamérosité » ou a la « cardinalité » sans
gu'on sache précisément ce que ce terme désigest aujourd’hui retenue par aucun
chercheur comme critére de I'accés au nombre. ¥anohe, I'appropriation de l'itération de
I'unité semble bien étre devenue une référence aomn I'ensemble des chercheurs en tant
gue porte d’entrée vers le nombre ou, selon, wersrombre exact ».
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Deux choix didactiques qui se sont succédé

Ainsi, aucun chercheur en psychologie développeabmnte pense aujourd’hui que le
comptage-numérotage conduit précocement et facileme nombre. C'est évidemment le
moment de rappeler I'existence de deux choix digaes contraires qui se sont succédé
depuis la naissance de I'école de la RépubliquisgiBud, 2013).

» Soit 'on n'enseigne pas la quantification a lI'aidein comptage-numérotage parce
que le choix est fait d’enseigner d’emblée les n@slen s’appuyant sur I'itération de
'unité et les décompositions. Dans ce cas, lessmombres sont d’emblée utilisés
comme désignant des pluralités et, via des catlesttémoins organisées, les
guantités sont mises en relation entre elles, deaqpour conséquence que la
quantification est d’emblée numérique. Il n'y a pdigtape intermédiaire durant
laquelle une quantification non numérique, cellergaulte du comptage-numérotage,
est valorisée a I'école. C’est ce choix qui prévaaant 1986.

» Soit I'on enseigne la quantification a I'aide d’'aomptage-numérotage. Les enfants
utilisent alors des collections de numéros comnmebsyes quantitatifs (pour eux, 6
renvoie a 1, 2, 3, 4, 5, 6), 'acces au nombreasaht dans un second temps, quand ils
accedent a l'itération de l'unité, c’est-a-dire gdals ont surmonté I'obstacle que crée
la polysémie des mots-nombres inhérente a ce cbBairs le cadre d’'un tel choix, en
effet, lorsque I'enseignant dit un mot-nombre, f&Tt doit l'interpréter soit comme
renvoyant a une pluralité (ce mot désigne alorsquamtité), soit comme renvoyant a
une individualité (il est alors un numero).

De plus, nous avons vu que pour que les éléves reom@nt I'itération de l'unité, il
convient qu’ils fassent les bonnes interprétatiasrs que les deux sortes de
significations sont inextricablement mélées. Emrteffluand pour un enfant le mot 6
renvoie a 1, 2, 3, 4,5, 6 etle mot5 al, 2,,3,4comprendre que « 6, c’est 5 et
encore 1 » nécessite de considérer 6 et 5 a l@domsne des numéros et des pluralités
et, de plus, de comprendre que le numéro 6 dat&insidéré comme 1 parce que
c’est le « 1 de plus ».

Dans un ouvrage déja ancienCemment les enfants apprennent a calculéBrissiaud,
1989 deux chemins vers le nombre étaient déja diséisgtun étiqueté comme allant de
'usage de collections-témoins organisées veroiahme et I'autre du comptage-numérotage
vers le nombre. Les connaissances scientifiquesisex| depuis cette date permettent de
mieux comprendre chacun de ces cheminements endiésns degrandeur quantité et
nombresont maniées avec plus de rigueur ici qu’ellesétaient dans cet ouvrage ancien. Il
aurait notamment été préférable que l'usage deaah-témoins organisées soit présenté,
avec toutes les précautions nécessaires, commeameldéja de pratigues numeériques et,
donc, que le premier cheminement soit présenté @mefui d'une entrée directe dans le
nombre, par opposition au second qui oblige a ag @etour par la quantification a I'aide de
collections de numéros.

L’entrée directe dans le nombre nécessite I'usagecdllections-témoins organisées

La mise en ceuvre du premier choix didactique (endiiéecte dans le nombre) est en effet
difficilement imaginable sans l'usage de collecsi@@moins organisées. Or, Jean Piaget en a
fait une critique sévere : la figure (ou 'imageup faire obstacle au nombre. Ainsi, I'enfant
exprimant qu’il a 3 ans en montrant le pouce, Bxct le majeur, tres souvent, n’a aucune
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idée gu’il montre ainsi le nombre 3 parce qu'’il m®ntre pas : «n-un-et-encore-us ou
encore « deux-et-encore-un », il montre : son posoa index et son majeur. L'adulte
montrerait-il 3 avec l'index, le majeur et 'annimaa cet enfant, que celui-ci ne reconnaitrait
plus ce qu’il associe au motreis» parce que I'image en a changé. En fait, lorstgrdant
montre le pouce, l'index et le majeur, il ne coesapas ces doigts comme dépourvus de leur
qualité afin de former chacun une unité : il n’pas de nombre. C’est pour bien identifier les
cas ou les configurations sont d’authentiques nemliiguraux que j'ai propose d’appeler
celles-ci des collections-témoins de points, digstrde doigts... (Brissiaud, 1989).

Cette distinction entre les configurations (non Bugques) et les collections-témoins est tout
aussi essentielle que celle entre le comptage-rotags et le comptage-dénombrement. De
méme qu’il existe un critere simple pour distingw&mptage-numeérotage et comptage-
dénombrement (quelle correspondance terme a tesimgrigilégiée ?), il en existe un pour
distinguer une configuration non numeérique et uoléection-témoin : lasubstituabilité des
éléments utilisés pour former la collection. Lorsmuenfant montre 3 doigts dont le pouce,
on est certain qu’il utilise une collection-témaile doigts et non une configuration non
numerique seulement s’il sait que le pouce vaunx comme I'annulaire et, donc, s’il sait
gu’il peut substituer ce dernier au premier. Onagquera que ce critere de substituabilité
était déja retenu par Jean Piaget : dans son ocalesece critere qui permettait destinguer

la classe de la collectionune classe est une collection dont les élénmnttperdu toutes les
qualités autres que celle d’étre « un ». La disitincentre configuration non numériques et
collection-témoin (nombres figuraux) grace au ceitéle substituabilité est fondamentale
parce que jamais une configuration, lorsqu’ellesh’qu’une image, ne donne acces aux
relations entre quantités, relations qui sont daretiques de I'entrée dans le nombre.

Approfondissons encore cette question en citamdggia Bressoff" : «Il ne peut y avoir de
représentation que par les conduites qui les éabht et les font fonctionner Les
collections-témoins organisées ne sont pas deggeptations numériques en elles-mémes,
tout dépend de la facon dont on les introduit exss® et dont on les fait fonctionfiér.
Ainsi, considérons ces collections de points :

°
® o ()
.et

Ces collections ne sont pas organisées de man@ssique et pourtant, dés qu'un enfant
analyse chacune de ces figures comme ayant 4 @ainta gauche et 1 point sur la droite, ou
bien encore comme ayant 3 points en haut et 2geimbas, il faut considérer ces collections
comme des collections organisées. En effet, le «nxtganisé » renvoie avant tout a une
organisation mentale et c’est en variant l'orgaiosa figurale que I'enfant accede a
'organisation mentale, jusqu'a analyser ainsi dmslections qui n’ont plus aucune
organisation figurale, I'enfant formant lui-mémes Igroupements. Ainsi, si I'on voulait étre
precis, il faudrait parler de collections dont famt sait analyser I'organisation figurale pour,
dans un second temps, utiliser cette organisalmns gu’elle n’est plus prégnante de facon
figurale.
Sans usage de collections-témoins organiséesojet ple favoriser une entrée directe dans le
nombre n’apparait possible que jusqu’a 3 ou 4,g@ce qu'on appelle Isubitizing qui
permet I'accés aux décompositions des premierestitggm et, donc, I'acces a l'itération de
'unité sans recourir a une quelconque organisafignrale (Fischer, 1991 ; Trick &
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Pylyshyn, 1994 ; Dehaene, 1997-201%.)Au-dela de 3 ou 4, l'usage de collections-témoins
organisées s'impose (Brissiaud, 1992)

De facon plus précise, quelles décompositions desitgés est-il raisonnable de viser a
I'ecole maternelle ? Une reponse est fournie emé@ant le programme de I'école japonaise
tel qu'il est rapporté dans Hatano (1982n effet, ce pays semble avoir fait le choix de
favoriser le premier cheminement (celui qui étainbtre avant la fin des années 1980) et |l
est dit dans cet article que les enfants, a I'dgetaer dans la classe qui équivaut a notre CP,
maitrisent presque tous les décompositions dermiprs nombres alors que seulement une
moitié des enfants maitrisent les suivantes. Am$age maternel, il semble raisonnable de se
limiter a I'étude de trois types de décompositi@es nombres entre 6 et 10 : celles qui
résultent de I'itération de I'unité, celles quilisént le repere 5 et, enfin, celles qui expriment
des doubles. Ainsi, 6 doit é&tre compris comme Brere-1 et comme 3-et-encore-3 ; 7 doit
étre compris comme 6-et-encore-1 et comme 5-etrerizo 8 doit étre compris comme 7-et-
encore-1, comme 5-et-encore-3 et comme 4-et-erprde. Dés lors, 'usage de collections-
témoins qui sont organisées comme les doigts (@epeet de collections-témoins organisées
a l'aide des doubles (les dominos de Herbiniereekiglpar exemple) semblent évidemment
des aides incontournables. Ces nombres figurauenétaystématiquement utilisés a I'école
maternelle avant 1970. Le choix de favoriser larpee cheminement devrait s’accompagner
d’'un usage plus fréquent de ces outils pédagogigudaine plus grande diffusion des mises
en garde qui viennent d’étre faites.

La quantification a I'aide de collections de numéo un détour qui conduit a trop d’échec

Depuis 1986, le second choix didactique, celui siigner le comptage-numérotage, est
préné par le ministére de I'éducation nationaldnidtoire de ce basculement, notamment le
réle de déclencheur des travaux de Rochel Gelngtniapportée dans un ouvrage récent
(Brissiaud, 2013). Il ne fait aucun doute aujouud’ue ce basculement a été favorisé du fait
d’un incroyable laxisme dans l'usage des mots diéamombre, numérosité, cardinal, etc. On
a cru que le fait de répéter le dernier mot d’'umptage-numérotage, ce qu’'on appelait le
« principe cardinal » correspondait a I'entrée dansombre alors qu’il s’agit seulement de la
nominalisation d’une quantité précédemment reptésepar une collection de numéros : 6
vaut pour 1, 2, 3,4, 5, 6.

Que faut-il penser d’'un tel cheminement vers le Im@n? De toute évidence, il ne correspond
pas a un enseignement explicite des nombres :eigmant ne théatralise pas l'itération de
l'unité, la propriété qui fonde le nombre. Bien @ntraire, 'enfant est conduit a s’appuyer
sur la signification des mots-nombres en tant quaéros pour se représenter les quantités et
cela ne peut que faire obstacle a I'appropriaties @lations numériques. En effet, la relation
«5-et-encore-3, c'estB par exemple, n'a aucun sens lorsqu’on interpgestehiffres comme
des numéros. Regarder successivement les progrademés 5» puis de 4a 3», ne dit rien

de ceux de ta 8». Pour progresser, il va falloir que les enfanisr®ntent I'obstacle de la
polysémie des mots-nombres qui tantét sont des rasn@antét désignent des quantités dans
un contexte ou la signification « numéro » estefiorént mise en avant. Est-on sOr qu'il faille
parler d’ « obstacle » ?

Oui, parce que toutes les recherches disponiblaeduisent a cette conclusion. Ainsi des
gu’'une langue favorise l'acces a la significatias dnots-nombres comme renvoyant a des
guantités, les apprentissages numérigues s’en @nbufacilités alors qu’au contraire, la
polysémie crée du retard. Par exemple, le slovénéambe d’Arabie Saoudite sont des
langues qui créent une avance dans la compréhedisioombre 2 parce qu’elles contiennent
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un élément grammatical qui permet de distinguesigmification de ce mot en tant que
quantitd'. En revanche, un retard s'observe en France tiddda polysémie du mot « uff »
(en anglais, un canard se dit « one duck » ouuck d selon la signification du mot « un »).

Par ailleurs, dés qu’une langue facilite I'intetpt@®n numérique des mots-nombres, c’est-a-
dire leur interprétation en tant que quantitéssquit mises en relation, 'avance observée est
considérable. C’est notamment le cas dés que ledms qui suivent dix se disent dix-un,
dix-deux, dix-trois..., les décompositions correspmds étant ainsi explicites dans la
langue. De nombreuses langues (finnois, magyarguieaswholof...) présentent cette
régularité, de méme que les langues de I'Asie ditesti (chinois, coréen, nippon...). Les
performances numériques des enfants de ces depaigssont souvent eté étudiees, mettant
en évidence une avance de 1 an % voire 2 ans @anérhorisation des relations numériques
additives. Comment s’en étonner lorsque I'on saé @ nombre est avant tout un moyen de
mettre en relation les quantités et, donc, de miseroces relations ?

Dans des civilisations anciennes qui se sont peaepetpresque a l'identique jusqu’a ce jour,
les Oaksapmins de Nouvelle Guifiéet les Yupnos d’Australie par exemple, les seconds
ont des compétences numériques que n'ont pas ésigns et, la encore, cela s’explique
aisément du fait que les mots-nombres des secemdsient directement a des quantités et,
méme, a des quantités mises en relation (5 senaith, 6 main-et-un 7 main-et-deux.).
Ainsi, les recherches sont nombreuses et diversksues résultats vont tous dans le méme
sens : la polysémie quantité-numéro est sourcetdedret, en revanche, la mise en relation
des quantités facilitée dans la langue est sodurevance considérable.

Il faut également rappeler ici les résultats d’ésichenées par un département ministériel, la
DEPP (Direction de I'Evaluation, de la Prospectetede la Programmation). C'est tout
d’abord une recherche publiée en 200gui montre qu’en 1987 des éléves de CM2 n'ayant
eu aucun apprentissage numeérique avant décemb@P asurclassaient ceux d’aujourd’hui
qui apprennent le comptage-numérotage des la RSatiernell&”. C’est ensuite une autre
recherche de la DEPP publiée en 2614ui montre que lorsque les éléves entrant au CP
progressent de maniére étonnante dans I'usagendptage-numeérotage pour lire et écrire les
ecritures chiffrées et pour résoudre des problén®sy ans plus tard, a I'entrée au CE2, ces
progres apparents ont fait long feu parce gu’orenfgsune stagnation, voire une régression
lorsque les taches proposées font appel a la déxsiigm des nombres. Les deux recherches
précédentes ont la caractéristique commune de oendupenser que certains progrés
observés a I'école maternelle, lorsqu’ils sont basér le comptage-numeérotage, ne sont
gu’'apparents et que, sur le long terme, ils corhtia un retard.

Ainsi, quand I'école, au lieu de favoriser I'ens@gent du comptage-dénombrement, fait le
choix du comptage-numérotage et de la polysémientes-nombres qui accompagne ce
choix, elle crée des phénoménes de « faux bondtatssd”. Et il convient évidemment de
rappeler ce qu’écrivaient un couple d’institutenraitres d’application qui travaillaient avec
I'Inspectrice Générale Suzanne Herbiniére-Lebeaatdfg et Fareng, 1966) «... cette facon
empirique[le comptage-numeérotagédit acquérir a force de répétitions la liaison entle
nom des nombres, I'écriture du chiffre, la positide ce nombre dans la suite des autres,
mais elle géne la représentation du nombre, 'opéramentale, en un mot, elle empéche
I'enfant de penser, de calculer

Quant a I'écriture décimale des nombres a plusiehiféres, de nhombreux travaux montrent
gue les éleves entrant au CE2, par exemple, ontadppris a lire et écrire ces nombres mais
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que ces savoir-faire résultent de I'entrainemenhat de la compréhension des écritures
correspondantes (Brissiaud, 2004 ; Chambris, 200®unier, 2010; Tempier, 2013 ;
Brissiaud & Richard, a paraitfé) De nombreux éléves, en effet, quand ils liserit 84
prononcentrois-cent-quarante-sephe prononcent correctement le début de ce rots-
centque parce qu’ils savent que le chiffre 3, quarasildans la colonne des centaines, doit se
dire trois-cent sans que pour eux ce chiffre 3 signifie réellen®iois 100. Pour eux, de
méme,quaranteest le mot qu’il faut dire quand on voit le ch#fd dans la colonne des
dizaines, sans que ce chiffre signifie 4 fois 1@s @leves savent lire et écrire les écriture
chiffrée sous la dictée mais ils n‘ont pas accésens du nombre en tant que somme de
centaines, de dizaines et d’'unités : encore ungrhéne de « faux bons résultats ».

Ces éleves n'ont pas compris que les centainesseditaines sont des « grandes unités de
compte » et que, fondamentalement, I'écriture dambres se fonde dans un changement
d’'unités analogue a celui que 'on utilise avecdesres grandeurs telles que les longueurs :
« Le double-décimetre est un outil inadapté pour gdreries mesures d’un champ, et dans ce
cas on choisit une chaine d’arpenteur, c’est-a-dire outil qui matérialise une unité plus
grande. De méme, des que la taille d’'une collecésh un tant soit peu importante, les
éléments de cette collection ne constituent plus bonne unité de compte pour se
représenter la quantité correspondante, et on clkad@nité en prenant comme nouvelles
unités la dizaine, puis la centaine. (Brissiaud, 1989 ; un point de vue analogue est
développé par Chambris, 2008 ).

La derniére étude de la DEPP (2043montre que la compréhension de I'écriture des
nombres a plusieurs chiffres est, ces dernieregemnrplutdt en régression. Mais comment
s’en étonner ? Aujourd’hui, les enfants rencontpFesque systématiquement les écritures 10,
11, 12, 13... 20, 21, 22, 23... 30, 31... dans le coetekine file numérotée, en s’appuyant
sur la récitation de la comptine numérique. En améten correspondance terme a terme les
mots de la comptine et les cases de la file nur@ésptils apprennent, par exemple, que
lorsque le numéro qui figure dans une case esyRi¢ 28 », il faut le lire « vingt-8 » (22 se
lit «vingt-deux », 23 se lit « vingt-trois », 24 $it « vingt-quatre »,etc.). lls apprennent a
résoudre I'une des principales taches scolaires i écrire les nombres a deux chiffres) sans
aucune référence aux propriétés conceptuelles oodeht cette écriture (celles d'un
changement d’unité de compte). Il sera d’autans plifficile ensuite de faire en sorte qu'ils
s’approprient ces propriétés conceptuelles (ledaé 327, c’est 32 dizaines et 7 unités, par
exemple) qu’ils auront auparavant automatisé cattiee fagcon de réussir les principales
taches scolaires, sans faire appel a des propoéreeptuelles.

In fine, I'enjeu du choix retenu a la question fondamentat Entrée directe dans le nombre
ou détour par la quantification via le comptage-gurtage ? », est évidemment la réduction
de I'échec scolaire en mathématiques et la rédudes inégalités qui sont grandissantes
aujourd’hui. A cet égard, on peut également rappegle toutes les études sur la grande
difficulté dans les apprentissages numeériques \&ari des enfants enfermés dans le
comptage-numérotage et qui ne mémorisent pas $edtats d’additions élémentaires (par
exemple : INSERM", 2007). L& encore, on ne peut s’empécher de medtredsultat en
relation avec le choix didactique d’enseigner leptage-numérotage. La premiere fonction
du nombre étant de mettre en relation les quanfiaéés-il s’étonner que les éléves les plus
fragiles aient des difficultés a mémoriser lestrefes numériques quand le nombre n’est pas
enseigné comme un moyen de mettre en relationuastitgés ? (concernant la mémorisation
des rje_lations numériques, voir Brissiaud, 1989-2@0d8cher 1992, Baroody et collegues ,
2009)"
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En résumé, I'ensemble des résultats scientifiquggodibles plaident en faveur du choix
d’enseigner d’emblée et explicitement litératiom diunité et les décompositions des
nombres, sans passer par le détour risqué de ikgreseent du comptage-numeérotage.

Une variante du choix d’enseigner le comptage-numeétage : présenter le
nombre comme moyen de garder la mémoire des rangsdes quantités

On aurait pu penser que I'accumulation de preuvefaeeur du choix d'une entrée directe
dans le nombre conduirait 'ensemble de la commiéndes chercheurs en didactique des
mathématiques a ceuvrer dans le cadre de ce clizgtjue. Ce n’est malheureusement pas
le cas. Ainsi, une proposition pédagogique frequetttres influente aujourd’hui consiste a
recommander aux enseignants de travailler sépatdmesprésentation des quantités et celle
des rangs. C’est cette conception qui explique lguprojet de programme maternelle se
structure autour de deux objectifs Censtruire le nombre comme mémoire de la quantité
et «Construire le nombre comme mémoire de la posiioG’est également cette conception
qui a guidé des chercheurs du CEXDors de I'élaboration de deux ressources numésicue
le logiciel «Le train des lapins (le nombrecomme mémoire de la position) et le logiciel
« Des voitures et des garageglenombrecomme mémoire de la quantité). Un dernier point :
ces ressources ont été congues sous l'impulsidrutkau des écoles de la DGESCO et elles
font partie d’'une Malette Numérique dont on pewtirmire qu’elle soit largement diffusée
telle quelle, sans aucune mise en garde.

En effet, le malheur est que cette approche daeeafigsages numériques est fondée sur une
conception épistémologique erronée du nombre adllguh’est, en fait, qu’une variante du
choix d’enseigner le comptage-numérotage, celut tmrt laisse a penser qu'il est a l'origine
de trop d’échec scolaire.

Peut-on enseigner le nombre comme moyen de gardenémoire des rangs ?

Le nombre est-il un moyen d@mrder la mémoirales rangs ? Bien sdr, mais il est beaucoup
plus que cela puisqu’il est un moyen miettre en relatiorles rangs : la 7" case est la“1
apres la 8° case, la 2aprés la 8° case, la 3apres la 4° case..., par exemple. Par ailleurs,
nous avons vu que ce type de relations qui, foemadht, sont les mémes que celles qui lient
les quantités, s’établissent d’abord dans le caeteardinal (i.e. principal) que constitue
celui des quantités. On est doacpriori conduit a douter de la possibilité d’accéder
réellement au nombre lorsqu’on I'étudie seulemenmime «moyen de garder la mémoire des
rangs». Examinons de plus prés ce gu'il en est en aaalyla situation pédagogique censée
permettre cette approche du nombre.

Celle-ci consiste a garder la mémoire de la positiond’'une image située dans une file
d’'images, ou alors de la position de I'une destrend'un TGV, par exemple. Un probleme
permettant de travailler cet objectif consiste dtrades éléves devant une file de cases vides
dont les dimensions sont celles d'images d’animauat, exemple. Par ailleurs, une «file
modele » d’'images d’animaux est affichée dans em éloigné. L'enseignant demande aux
éleves de désigner sur la file vide la case ouitserait une image donnée, le lapin par
exemple, si on la remplissait comme la « file medel

Or, pour réussir ce probleme, il suffit de comptaméroter les images de la file modéle
jusqu’a I'image du lapin (la 1, la 2, la 3, 1a 4,3, la 6, par exemple) et de compter-numéroter
a l'identique les cases de la file vide. Il n'easmécessaire de savoir comment le nombre 6
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s’exprime en nombres plus petits que lui. Pour gratd mémoire d’'un rang, l'usage de
numéros suffit, le nombre n'est pas nécessaire. sD&ous les comptes rendus
d’expérimentation de séquences du type « file ohegyés d’animaux », c’est tres exactement
ce qu'on lit : les enfants y apprennent a désitggerangs a I'aide de numeros.

Que penser d'une telle activité ? C’est une exotl@itiation au comptage-numérotage : nul
besoin, comme c’est le cas dans un contexte déseptation des quantités, de surmonter
I'obstacle que constitue la polysémie des mots-rembla, il suffit que les éleves fassent
fonctionner les mots-nombres en tant que numéras ngaissir du début jusqu’a la fin : dans
la vie quotidienne, en effet, 'usage de numérdsaplupart du temps bien suffisant pour
représenter les rangs, il n'est pas nécessaireetteentes rangs en relation grace au nombre.
Grace a cette activité les éleves vont apprendsaita des numéros, ils vont apprendre a bien
respecter la correspondance 1 unité — 1 mot-nonakta,va les valoriser aux yeux de leurs
parents : « Il sait compter jusqu’a... ». Il serautizat plus difficile ensuite de dépasser cette
facon de faire dans le contexte de la représentatés rangs, mais aussi dans celui de la
représentation des quantités.

Peut-on enseigner le nombre comme moyen de gardenémoire des quantités ?

Le nombre est-il un moyen dgarder la mémoiredes quantités ? Bien sOr, mais il est
beaucoup plus que cela puisqu’il est un moyemdtre en relatiories quantités et qu'il faut
méme considérer cette proposition comme une défindu nombre : les nombres sdes
raisons des quantités. On est doacpriori conduit a douter de la possibilité d’accéder au
nombre en sous-utilisant celui-ci, c’est-a-dirdeegonsidérant seulement comme umeyen

de garder la mémoire des gquantitesExaminons de plus prés ce qu'il en est en aaatyla
situation pédagogique censée permettre cette dpprhcnombre.

L’éléve est devant une collection de coquetiers (i garages ou de bouteilles) et
I'enseignant lui demande d’aller chercher a l'aldoceit de la classe, en un seul voyage, une
collection d'ceufs (ou de voitures ou de bouchons)cqgnduise a mettre exactement un ceuf
(une voiture, un bouchon) dans chaque coquetieragga bouteille). Or, pour réussir ce
probléme, il suffit de compter-numéroter les cogprst(le 1, le 2, le 3,le 4,le 5,1e 6, le 7, le
8, par exemple) et de compter-numéroter a l'idemtides oceufs. Supposons de plus que
I'enseignant installe une répartition des rélegeemleux enfants de sorte que celui qui est
devant les coquetiers doit rédiger un message W@ gal est devant les ceufs parce qu'il
incombera a cet autre enfant de construire |la cdie équipotente. On imagine facilement
que les éleves vont progressivement prendre cortigue le message 8 fonctionne aussi
bien que le message 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 : qoansait réciter les numéros dans l'ordre, il
suffit de mémoriser le dernier pour garder la mémde ceux qui précedent. Les éleves vont
ainsi apprendre a nominaliser la quantité qu'ijsrésentaient auparavant par une collection
de numéros. Mais nul besoin de mettre des quargité®lation, nul besoin de la notion de
nombre. Dans un ouvrage paru en 2@&miers Pas vers les Math&crivais a propos de
cette situation (p. 50) : la critique majeure qu'il faut faire a cette siti@m-probléme est
gu’elle met en jeu un seul nombre (par exempl@olabre six dans le cas du probleme des
bouteilles et des bouchons). Or, les nombres formen systeme et on ne peut pas
comprendre le nombre six sans le comparer a ceubequécedent. Autrement dit, on ne peut
pas comprendre le nombre six sans s'intéresses @éeompositions:

Que penser d’'une telle activité ? C’est une exotdlactivité lorsque I'on a choisi d’enseigner

la quantification a l'aide d’'une collection de nue et de faire accéder les éleves a la

nominalisation de cette quantité par le dernier prononcé. Mais la difficulté sera grande
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ensuite pour que les éléves accedent réellemenh@mkres, certains n'y accederont jamais
parce qu’ils n'arriveront pas a surmonter I'obstaglie I'enseignant a créé en favorisant la
polysémie des mots-nombres.

Il faut souligner que de nombreux formateurs qigadif cette situation de situation
fondamentale du dénombrementlls qualifient ainsi un probleme dont la résimn ne
nécessite pas d'utiliser les nombres. La encokxigons ce que devrait étre 'usage du mot
«dénombrement» : il convient d'appeler ainsi toute stratégierrpettant d’accéder
réellement au nombre. Or ces stratégies sont todéss stratégies de décomposition-
recomposition : face a une collection de 7 unitéle-ci est, par exemple, d’abord analysée
comme formée de 3 unités, 3 autres et encore lsépda décomposition) avant d'étre
désignée soit par 3-et-encore-3-et-encore-1, switgpnom du nombre correspondant (phase
de recomposition). Parmi ces stratégies de décatiggesecomposition, il y a celle ou les
unités sont énumeérées l'une aprées l'autre, qu’'qreklg le comptage-dénombrement : « 1, et-
encore-1, 2 ; et-encore-1, 3 ; et-encore-1, 4...i Bol utilise le mot « dénombrement » dans
le sens qui vient d’étre précisé, la situation admmande d’'une collection équipotente du type
coquetiers-ceufs n'est pas nécessairement unei@ituket dénombrement.

Une objection possible est évidemment que cettmtsin, si elle n'est pas nécessairement
une situation de dénombrement, cela peut éventoeiieétre le cas : en effet, rien n’empéche
'enfant d’utiliser une stratégie de décomposititenemposition afin d’accéder a une
représentation numérique de la quantité des caqaetCependant, quiconque a expérimenté
dans des classes d’école maternelle sait qu’idestile de faire en sorte que les enfants
utilisent des stratégies de décomposition-recontipasiet que lorsque la situation ne les
contraint pas a l'usage de telles stratégies, e€llémergent guére spontanément. De plus,
nous allons voir que la situation de repérage dease d’'une file et celle de commande d’'une
collection équipotente doivent étre considérées ngenfaisant partie d'une sorte de
« package » théorique. Or, et cela sans aucun déut@remiere situation conduit au
comptage-numeérotage. Pour que ce ne soit pas lelecds seconde, il faudrait beaucoup
d’explications aux enfants... et a leurs enseignants.

Un erreur épistémologique qui risque d’avoir de g:es conséquences

Ainsi, derriére la proposition didactique précéedeiity a le choix d’enseigner le comptage-
numeérotage. Les formateurs qui avancent cette griopo didactique sont-ils conscients de
ce choix ? On peut en douter. En effet, derrietie garoposition didactique on trouve le cadre
théorique qui consiste a distinguer deux préteradyects du nombrd’aspect cardinalet
I'aspect ordinal Ce cadre théorique trouve son origine dans ue ljue nous avons déja
évoqué et dont I'impact en formation des maitré&séaconsidérable : Ermel GS (Charnay et
collegues, 1990). Cependant sa présentation lad#usloppée se trouve dans un ouvrage
récent intitulé <.e nombre a I'école maternelle — Une approche didae» (Margolinas &
Wozniak, 2012). Les deux situations qui viennegtrd’ présentées organisent I'exposé de cet
ouvrage. La situation de commande d’une collecéiguipotente a une collection donnée est
présentée dans le chapitre 1 comme une situatfondamentale> permettant d’accéder au
cardinal. Celui-ci est défini ainsi (p. 40): le cardinal d’'une collection est ainsi le
représentant de toutes les collections qui lui ségtipotentes, c’'est-a-dire de toutes les
quantités égales : quatre représente la quantitéalges les collections équipotentes a la
collection des mots-nombres un, deux, trois, quatre

Ainsi les auteurs parlent de « cardinal » alors Buenot quatre est explicitement défini
comme le résultat d’'un processus de nominalisatienla quantité quand celle-ci est
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représentées par une collection de numéros: 4 paut 1, 2, 3, 4. L'usage du mot
« cardinal » conduit le lecteur a penser qu’orpharie de nombre alors que ce n’est pas le cas.

Quant a la situation de repérage d’'une positide, edt présentée dans le chapitre 3 comme
permettant de travailler kordinal, c’est-a-dire le nombre comme mémoire ldegosition»

(p. 73). Or, dans tout le chapitre correspondamgglu’on analyse l'activité des enfants telle
gu’elle est décrite, on arrive a la conclusion Igufie font que raisonner sur des numéros.
Comme ces numéros sont appelésatdinaux,les lecteurs peuvent croire qu’on leur parle
de nombres alors que n’importe quelle suite de y@sbordonnées, sans aucun rapport avec
les quantités (les lettres de I'alphabet, par exepfpraient aussi bien I'affaire.

Et dans la conclusion, on lit dans une sectiontuld@ «Commencer par le cardinal ou
lordinal ? » (p. 116-117): ©’un point de vue didactigue ce qui parait essénast
d’appréhender la dualité de ces deux conceptionsndmbre et, pour les professeurs,
d’identifier clairement les situations mathématigugue ces deux aspects modélisent. De la
notion de collection se déduit celle de quantit@idait le concept de nombre cardinal via le
processus de dénombrement. De la notion de listéédait celle de position d’ou nait le
concept de nombre ordinal via le processus de mEE» (note ajoutée ici: le mot
dénombremerdoit étre compris commeomptage

On a vraiment I'impression d’étre face a un cad@otique structuré alors qu’'aucune des
propositions avancées ne peut étre retenue. Raygpgloon ne peut pas isoler le point de vue
de la quantité de celui de I'ordre sans que l'id@&ame de nombre disparaisse : le hombre est
la raison arithmétique des quantités et il réstétda mise en ordre des quantités selon leurs
différences. Du fait qu’il est mise en relation dpgntités et, donc, de nature plus abstraite
gue les quantités, le nombre ne peut plus étraadméssous un aspect qu’il n'a plus : celui de
quantité. De maniere évidente, il ne peut pasd@tkesageé sous le seul aspect de la mise en
ordre non plus. Ainsi, chacune des deux situatdidactiques qui nous intéressent ici, ne
modélisepas un de ces prétendaspects du nombrel®) parce qu’il ne suffit pas d’accéder a
la quantité pour accéder au nombre et 2°) Parcdagoise en ordre d’autres entités que des
quantités (la mise en ordre d’images d’animauxiet€tres de TGV, etc.) ne conduit pas au
nombre.

Cet usage d’oxymores et les approximations lexscgle I'accompagnent ont principalement
un effet: celui de masquer que, pour l'essenied, deux situations décrites sont des
situations d’apprentissage du comptage-numérotageremarquera d’ailleurs que la notion
d’itération de l'unité ne figure nulle part dans loge : 'ouvrage s'’intitule «.e nombrea
I'école maternelle — Une approche didactiguamais, en faitjl n'y est pas question du
nombre, du moins du nombre tel que le concoivent Newtes,encyclopédistes, Buisson,
Piaget, Gréco et la quasi-totalité des chercheamtemporains en psychologie. Le plus grave,
évidemment, étant que le choix didactique en fadleucomptage-numeérotage, celui qui est
masqué par ces propos, se trouve promu alorsjqu# trés vraisemblablement un réle non
négligeable dans I'aggravation de I'échec scolairanathématiques depuis la fin des années
1980.

Conclusion

La quasi-totalité des chercheurs en psychologieaggsentissages numeériques considerent
aujourd’hui I'accés a l'itération de l'unité comnhe porte d’entrée vers le nombre. Cette
unanimité est récente et elle donne I'espoir q@&sappresque 30 ans d’enseignement du
comptage-numérotage a I'école, une page commenedaurner : celle ou cet enseignement
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n'était pas interrogé par les didacticiens, outditéconsidéré comme allant de soi alors
qu’avant 1970, il avait été rejeté par I'école fraise pour de bonnes raisons. En effet, les
résultats empiriques abondent qui étayent I'idéz lgnseignement du comptage-numeérotage
et ses succédanés (les situations-probléemes \Adaire étudier lmombrecomme moyen de
garder la mémoire des quantités et des rangs)itt@ gt un détour inutile qui éloigne du
nombre.

Dans la mesure du possible, dans sa pratique demtiel I'enseignant doit s’efforcer d’attirer
Iattention des enfants sur les dimensions perteede ce qu'ils doivent apprentife Dans

le cas du nombre, enseigner le comptage-dénombtereshthéatraliser I'itération de l'unité
et, donc, attirer I'attention des enfants sur cefgode le nombre. Il serait intéressant de
connaitre les arguments d'éventuels chercheurs édagmgues qui, aujourd’hui,
recommanderaient de continuer a enseigner le cgeyrtamérotage plutét que le comptage-
dénombrement. De nouveaux programmes pour I'écatermelle sont en cours d’élaboration
et, si ces chercheurs se sentent capables de d&flend point de vue, il serait important
gu’ils le fassent maintenant. La parution d®remiers pas vers les mathsen 2007 se
voulait une alerte concernant les difficultés giasantes des écoliers francais avec le nombre
et, depuis, les craintes exprimées dans cet ouvrage fait que se confirmer. La critique du
comptage-numérotage y était vive et, pourtant,féesateurs qui, depuis prés de 30 ans,
recommandent son enseignement ou I'un de ses sugEgdont continué comme si de rien
n'était. Avec la parution du projet de programmeanzelle, on peut espérer que ce temps est
révolu et qu’enfin, les défenseurs de I'enseigndndencomptage-numérotage ou de l'un de
ses succédanés s’exprimeront.

Avant de conclure, remarquons que si les recomnt@mmda d’enseigner le comptage-
dénombrement et les décompositions et d’éviterseggnement du comptage-numérotage
devenaient celles du ministere, comme le projepmbgramme pour la maternelle peut le
laisser espérer, il conviendrait de rester atteptifce que la course a I'élaboration de
ressources numeériques est susceptible d’abouta pelpétuation de I'enseignement du
comptage-numérotage a I'insu des responsables térieis. Ainsi, les deux logiciels ke
train des lapins» et «Des voitures et des garagedont partie d’une « Malette Numérique »
dont I'élaboration se fait en collaboration avearimistére. Celui-ci, malheureusement, est
particulierement pressé que I'école francaise edémes I'ere du numérique et il n'est pas
suffisamment attentif aux fondements didactiquesceequ’il promeut. Cette hate risque
d’étre contre-productive parce gu'il n'est gueréssanable de mobiliser tant de bonnes
volontés, d’énergies et de crédits a élaborer éesources numériques avant d’avoir restauré
la ressource essentielle que constitue la référenaain vocabulaire commun pour décrire
les progres numériques des enfantsSinon, des erreurs didactiques aussi graves gjlesc
qui ont été décrites ici sont susceptibles d’émamises.

Herblay le 25 septembre 2014

' Deux textes viennent de paraitre un « Projet dgrprome » (texte court) et un « Projet de
programme et recommandations » (texte long). legslsont respectivement :
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Pour le projet de programmaéitip://cache.media.education.gouv.fr/file/Organisf82/6/CSP-
PROJET DE PROGRAMME_ eCOLE_MATERNELLE 337326.pdf
Pour le projet de programme et recommandations:

http://cache.media.education.gouv.fr/file/Organist8g/4/CSP- Projet de programme-
recommandations 337324.pdf
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