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Annexe II

CLASSE DE DEUXIEME ANNEE PC
ORJECTIFS DE FORMATION ET PROGRAMME DE M_A‘I'HELHTIQUEE

1. OBJECTIFS DE FORMATION DE LA FILIERE PC
1- Objectifs généraux de la formation

Drans la flitre Pliysigque et Chimie, lss mathémstiquees constituent conjolntemsent -

= une discipline scientifique & part entiére, développant des concepts, des résultats, des méthodes of une
démarche spéeifiques,

- une discipline fournissant des connalssances et des méthodes nécessalres aux sclences physlgues, &
I'informatique ot & la chimio.
La reflexion sur les concepts ot les méthodes, ainsi que la pratique do raisonnement ot de s démarche
mathfmatigue constitient wi objectil owjeur. Les dtudiants dolvent connnitre les définitbons o bes fnnncds des
thécrémes figurant au programme, ssvolr analyser s portée des hypothéses et des résultats, et savolr mobiliser
lenrs conpaissances pour |'étude de probltmes. Les démonstrations qui sont utiles & une boone compréhension

du cours gont su programme. En revanche, certalng rdsultats pulssanie utlles aux sclences de lngénleur somt
admia.

a) Oblectifs de la formation

La formation est congue en fonctlon de quatee objectifs essentiels :

- Dévedoppes conjolntement V'intuition, |'imagination, e ralzonnement et Lo dgueuar.

- Promouvoir ln réflexion personnelle des étudinnts sur les problémes ot les phénomdnes mathématiques, sur la
partés des concepts, des hypothéses, des résultats ot des méthodes, au moyen d'exemples et de contre exemples ;
développer alnsi une attitude de questionnement et de recherclye.

- Exploiter toute la richesse de la démarche mathématique : analyser un problime, expérimenter sur des
exxemples, formuler une conjecture, éaborer et mettre en ceuvre des concepts et des réaultats théoriques, rédiger
une eolutbon rigoureuse, coatraler les résultats obtenus ot dvaluer ln pertinence des concepts et des résultats au
regard du probléme posé, sont des éments indissociables de cette démarche ; valoriser alnai lintesaction entre
d'une part ['étude de plénoménes et de problémes mathématiques, of d'autre part ['élaboration et la mise en
muvre des concepts théorigues, bes phases d'abstraction et de mise en théorie interagissant done constamment
aver celles de passege mox cxemples ot aux applications,

- Privilégier les problomes mathématiques susceptibles de développer la réflexion personnells des dtudinnts
el les capacitds de synibdse. En particulier, on ne ssorait en ascun cas se limiter & 'Stude de problémes
dont les énonces sont formés et d'exercices mettant en ceuvre des techniques bien répertoriées, T1 est nfomsaine
d'entrainer bes ftudinnts i se poser sux-mémes des questions, c'est-A-dire & prendre en compta une problématique
mat hdmatigue.

b) Unité de la formation scientifique

Il est important de mettre en valeur Pinternction entre los différentes partics du programme d'one méme
discipline, tont an piveau du cours que des thémes des travaux proposss aux étudinnts, Plus lnrgement,
I'enselgnement d"une discipline scientifique est & relier i celui des awtres disciplines sous deux aspects principaux :
organisation concertée des activités d'enseignement d'une méme dasse ; Sude de questions mettant en e
des luteractions entre les champs de connnissances (mathématiques et physique, mathdmatiques et nformatlgue,
mathématiques et chimie, ...).

La coopération des enseignants d'une méme clssse ou d'une méme discipline et, plus logement, celle do
l'ensemble des enseignunts d'un cursus donnd, v contribue de facon eficace, notamment dans le cadre des
travancx d 'initiative perscnnelle encadnés,

IV ienporte aussi que be contenu culturel des mathématiques ne sobt pas sacrifié au profit de la seule technicicd.
En particulier, les textes ot les riférences historiques permettent d'annlyser 'interaction entre les problimes
mathématiques et la construction des concepts, mettent en évidence le réle central josé par le questionpement
scientifique pour le développement théorique of montrent en outre que les scionces, et les mathématigues en
particuller, sont en perpétuells dvolution ot que le dogmatisme n'est pas [a réfrence en ln mokisne,
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2- Architecture et contenus des programmes

a) Intentions majeures
Les comtenus sont organisés autour de trois intentions majeures :
- Organiser les programmes autour de quelgues notions essentielles, en dégageant les idées majeures et leur

portée, en fournissant des outils puissants ot efficaces, on évitant toute technicité gratuite, & en écartant les
notions qui ne pourraient étre traitées que de fagon superficielle.

- Donner un role trés important & la résolution de problémes et d'exercices d'application, pour certains
en mettapt en oeuvre 'outl] informatique. Le but est d'Indiquer le champ des problémes et phénomanes
mathématiques & étudier en relation avec les concepts figurant su prograomme ot de préciser les méthodes
et les techniques usuelles exigibles des étodiants. En revanche, |'étude de ces problémes ne doit pas conduire
& des dépassements de programme prenant ba forme d'une anthologie d'exemples dont la connaissance serait
exigible des étudianta.

= Réaliser un équilibre global entre |'algébre, 'analyse et la géométrie. Il va de soi, d'ailleurs, que cette
séparation traditionnoelle n'est qu'une commodité de rédaction et ne doit pas faire cublier les interactions
nomhbreuses et étroites entre ces trols grands domaines des mathématiques. Dans cette intention, les programmes
sont présentds sebon deux grandes parties : algibre linéaire et géométrie, analyse et glométrie différentielle, mais
be plan du programme n'est pas un plan de cours,

C'est en fonction des objectifs précédents que les programmes sont congus et que I'horaire hebdomadaire doit
étre géréd, Dans la classe PCSL, [ est de 10 heures (7 heures de cours et 3 heures de travaux dirigés) ; dans
I classe PC, il est de 9 bheures (6 heures de cours et 3 houres de trevaux dirigés). Pour valoriser les concepts
essenticls et les principales méthodes, il convient de consacrer & leur étude environ 6 heures de cours en classe
PCSI et 5 heures de cours en classe PO. Dans les deus classes, les 4 heures restantes (1 beurs de cours et 3
heures de travane dirigés) sont & consacrer & I'étude de problimes mathématiques de difficulté variée ; & cet
Egnred, toute technieité gratuite est & éviter,

b} Secteur de I'analyse et de ses interventions

Dans ce secteur, le programme est organksé autour des concepts fondamentanx de fonction et de suite (ou série)
qui permettent de modéliser le comportement de modéles continus ou discrets. Les intersctions entre e conting
et le discret sont mises en valeur, en particulier en seconde année.

Le programme d'analyse combine I'dtude des problémes qualitatife avec celle de problimes quantitatifs;
il déweloppe conjointement I'étude du comportement global de suites ou de fonctions avee celle de leur

comportement local ou asymptotique. Pour l'ensemble de U'analyse, il met Uaccent sur les techniques de
ma joration.

&) Secteur de I'algébre et de ses interventions

Dans ce secteur, le programme est centré autour des concepts fondamentaux de |'algébre linéalre (points de vie
géométrique et matriclel), tandis que I'étude des groupes, des anneanx et des corps en o été deartie.

Le programme met en ceuvre les méthodes de U'algébre lindaire pour la résolution de problémes issus, non
seulement des autres secteurs de 'algbbre, mals aussi de Manalyse et de la géomeétrie.

d} Secteur de la géoméirie ei de ses interventions

Une vision géométrique des problémes imprégne 'ensemble du programme de mathématiques car les méthodes
de la géométrie jouent un rile capital en algibre, en analyse et dans leurs domaines d'intervention par les
apports du langage géométrique et des modes de représentation. La géométrie différentielle (#tude des courbes
et des surfaces) est un élément essentiel de la formation, en relation notamment avec la physique.

&) Articulation avec les sciences physigues et la chimie

En relation étroite avec les concepts propres aux scicnces physiques et & la chimle {mécanique, édlectrocinétique,
tlectronique, optique, cinétique chimique), le programme valorise les interprétations cinématiques et dynamieies
des concepts de I'analyse et de la géométrie, ainsi que leurs interprétations en termes de signaux continus on
discrets (vitesse et accélération, trajectoires et lignes de niveau, équations différentielles modélisant ['évolution
de systémes mécaniques, physiques ou chimiques), Ces interprétations, conjointement wvec les interprétations
graphiques et géométriques, viennent en retour éclairer les concepts fondamentaux de I'analyse.
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3- Conception et organisation de la formation

a) Organisation du travail de la classe

Il convient de centrer enssignement autour de '"étude de phénomdnes et de problémes mathématiques, les
concepts &t les développements théoriques étant an service de cette étude. En particulier, [l est essentiel
qgue "approfondissement théorique ne soit coupé ni des problématiques qui le sous-tendent, ol des secteurs
d'intervention qui le mettent en jeu.

Deux objectifs cssenticls sont A poursuivee :

- Promouvoir 'acquisition de méthodes et entrainer les étudiants & exploiter toute la richesse de la démarche
mathématigue ; la classe est donc un lien de découverte, d'exploitation de problématiques, un lew de réflexion
et de débats sur les démarches suivies, d'analyse des hypothéses d'un théoréme et de la portée des concepta mis
en jeu et des résultats obtenus. Elle est aussi un lien d*élaboretion de synthises aynnt pour objectifl de dégager
cladrement bes idées et méthodes essentielles. Dang cette perspective, les enseignements combinent de fagon
organique la formulation et I"analyse de problémes, 'élaboration de concepts, la présantation, la démonstration
ot la mise en ceuvre de résultats, ainsi que la mise en valeur de méthodes.

- Diévelopper les capacitéa de communication. La pertinence des indications écrites of orales données par
e professeur et la qualité de structuration des échanges [nterpersonnels jouent icl un role essentlel @ qualitds
d'écoute et d'expression orale, qualités de lecture et d'expression écrite. La communication utilise des moyens
diversifiés : pon seulement le tableau, dont s maitrise est un dément Important, mais aussl le rétroprojecteur
et ['ordinateur connecté & un vidéoprojecteur.

b) Organisation du travail personnel des étudiants

Les travaux effectués en dehors du temps d ‘enseignement, & la maison oo au lyoée, ont une importance capitale ;
lewrs fonctions sont diversifdes :

- L'étude du cours joue un rile central. Son objectif est triple ; connaitre les concepts et résultats essentiels,
savolr analyeer les démarches mises en jea doans les démonstrations et les technigques de raisonnement, maitriser
les méthodes d'étude des problémes. L'étude du cours est done Indissociable de eelle des problimes.

- La résolution d'exercices d'entrainement, combinde avec dtude du couss, a pour fonction d'affermir les
connaissances de base des étudlants et d'évaluer leur capacité & les mettoe en oouvre sur des exemples simples.
La résolution de tels exercices n'est done pas un objectif en soi, et tout exces de technicité doit stre évité. La
maitrise de ce type d'exercices est une exigence valable pour 'ensemble des étndiants.

- L'étude de questions plus complexes, sous forme de préparation d'activitds en classe ou de problémes &
résoudre et & rédiger, alimente le travall de recherche, individusl ou en équipe, ot permet oo étudiants d'dwnluer
lewsr capacité & mobiliser leurs connaissances de fagon coordonnde. Au sein d'une méme classe, les thitmes d'étude
peuvent ére diversififs, en fonction du projet de formation des étudlants,

- Les travaux individuels de rédaction en temps libre {solition d'un probléme, mise au point dexercices Studiéa
en classe, rapport de synthése sur un théme d'étude, analyse critique d'un texte...) visent essentiellemnent i
dévolopper les capacités d'expression écrite et de mise an point d’un raisonnement. Le qualité de I rédaction
et de la présentation, la elarté et In précision des raisonnements, constituent des objectifs trés importants, Ces
travaux de rédaction doivent donc étre fréquents, mais leur longueur doit rester rajsonnable, Leur contenu peut
étre diversifié en fonction du projet de formation des dtudiants,

- L recherche et exploitation (individuelle ou en équipe) de documents contribue sy développement des
capacités d'autonomie. Elle permel aussi de développer I'ouverture d'esprit, grace & la prise de connalssance de
pointe de vie diversifiés sur une méme question, ot les capacités d°analyse crithque, grice & une analyse comparée
de ced points de voe. Elle permet enfin aux étudiants d'approfondir leurs connaissances en complément des
travaux menés en classe on en fonction de leurs centres d'intért et de leur projet de formation,

- La préparation et la mise en ceuvre d'exposés visent A développer les capacités d'organisation de la pensée
et les qualitds d'expression orale,

c) Les épreuves derites en temps limité

- En premiére année, ces épreuves doivent étre de taille raisonnable et de difficulté progressive, afin de ne pas
décourager les étudiants et de leur permettre de rédiger clairemant une solution ;
3 - &n secotde année, leur longueur doit ére augmentée pour permettre une préparation efficace aux épreuves
B CORCOUTS,
Les connaissances exigibles dans ces dpreuves ne doivent en aucun cas dépasser celles qui figurent au PIOErarmE |
si d'sutres connaissances sont & mettre en ceuvre, toutes les indications utiles doivent étre fournies aux étudiants.,
Lorsqu'il s'agit d"épreuves de concours de longueur importante, le baréme doit en tenir compte,
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d) Evaluation et notation des étudiants

La communication des objectifs & atteindre et la mise en oouvre de formes diversifices d'évalustion peuvent abder
de manikre efficace les étudiants & progresser, & se situer et A affiner un choix d'orientation.

La pertinence du calibrage de la notation constitee un objectif important; ce calibrage doit étre établi en
relation avec Jes performances attendues des étudiants de seconde annde dans les dpreuves de concours, 11
comvient d'éviter tant la surnotation, génératrice d°ilusion, que la sousnotation, génératrice de découragement.

e} Interprétation ot délimitation des programmes

Pour chacune des classes, les connaissances ot les capacités exigibles des étudiants sont indiquées avec précision,
de facon 4 combattre 'infation théorigque autant que 'exchs de technicité, Il importe de souligner la nécessité
impérieuss de respecter los limites du programme, tant au nivesu de Penseignement qu’a celui des éprevves
d'évaluation. Un encyelopédisme relaoyé par la pratique du bachotage iralt totalement & l'encontre du bot
recherche, qui tend & privilégier une formation de 'esprit scientifgue fondée sur Mapprofondissement. d'un noyau
limité de copnasapnces fondamentales. 1] importe que cet état d'esprit trouve sa traduction dans les sujets des
epreuves d'dvduation.

4= Organisation du texte des programmes

Ce texte est organisé en deux titres : alghbre linéaire ot géométrie, analyee et glométrie différentielle. Chacun
de ces titres comporte des parties (numérotées L I, ...}, elles-mémes subdivisées en chapitres {numérotés 1,
2, ...), puis en paragraphes (repérés a, b, ...). Chacune des parties comporte :

= En téte de partic ou de chapitre, un bandean définissant les objectifs essentiels et délimitant ke cadre général
d'étude des notions relatives i cette partie ou & ce chapltre.

- Pour chaque paragraphe, un texte présentd en dewx cobonnes; i gauche sont fixdes les connaissances ef les
méthodes figurant an programme, & droite un commentaire indigue les exemples fondamentar i connaitre ot
les mithodes & maitriser, précise e sens ou les limites & donner i certaines questions, et repére be cos écliéant
I'interaction du sujet dtudié avee d'antres parties du programme.

- Certalns thémesa, qui peuvent donner lien & 'emplod d"un logiciel do caloul symbolique et formel ou d'un logicial
de programmation, en particulier au cours des travanx pratiques d'informatique, sont repérés par e signe §. lls
complétent |a liste donnée sous le titre « ACTIVITES ALGORITHMIQUES ET INFORMATIQUES ».

G- Connaissances et capacités exigibles des étudiants

Le programme de mathématiques de [a filltre Physique et Chimie comporte conjointement celui des classes de
seconde annde PO et PO, fixd par le présent texte, et celui de Ia classe do premibre année PCSL

Parmi les connalssances (définitlons, notationg, énoncds, démonstrations, exemples, contre-eeemples, miéthodes,
algorithmes. ..} et les capicités de mise en couvie de ces connaissances, le texte du programme délimite de
manktre précise trols catégories.

n) Celles qui sont exigibles des étudiants : il s*agit de |'ensemble des points igurant dans la colonne de gauche des
différents paragraphes, des points qui sont repérés comme tels dans la colonne de droite ou dans les bandeanx,
& Pexception de coux qui sont repérés par la mention o Exemples de ... 5, Les démonstrations des résultats
concermes sont exigibles des étudiants, sanf mentbon expresse du contraiee,

Enfin, aucun développoment ne doit &tre donné aux notions figurant au programme lorsqu'olles sont uniquement
repénées par In looution o définition de ... »; seule cette définition est alors exigible des étudinnts.

by} Clelfes qui relévent d ‘activités possibles on seuhaitables, mais qui me sont pas exigibles des dtndiants : il 8°agit
de tous les travaux dont |'énoncéd commence par la locution « Exemples de ... # ot des points repérds dans les
bandeaux ou dans la colonne de droite par la loeution @ sucune conoaissance spécifique sur ... n'est exigible
des étudiants o, Lorsgu'une épreuve d'évalustion fait intorvenir de telles connaissances ou de telles capaciié,
towtes les indications utiles dofvent &tre fournies aux étudiants,

En ce qui concerne les démonstrations des théorbmes dont I'énoncé figure ag programme et qui sont repérds dans
In colonne de droite par la locutlon « la démonstration n'est pas exigible des étudlants », le professeur peut,
suivant les cas, démontrer en détail le résultat considérd, Indiquer 'idée de sa démonstration ou I'admettre.

c) Celles gni sont indiquées comme étant « hors programme » dans les bandeasx ou dans la colonne de droite.
Elles ne dolvent pas étre traitées et ne peuvent faire U'objet d'aucune épreuve d'évalustion,

En particuller, la locution « la démonstration est hors programme » signifie qu'il est demandé d'admettre le
résultat ; aucune épreuve d'évaluation ne peut comporter une telle démonstration.



%OGRAMMES DES CPGE

4.B.O.
1438 /"

29 AVRIL
2004
HORS-SERIE

PC
II PROGRAMME DES CLASSES PC ET PC*
ACTIVITES ALGORITHMIQUES ET INFORMATIQUE

1= Intégration de 1"outi] informatigue

a) La démarche algorithmigue
En rolation avec le programme d'informatique, 'ensemble du programme de mathématiques valorise la démarche
algorithmique ; il intégre ln construction ¢t la mise en forme d'algorithmes. Les algorithmes associés suxc
notions étudifes dans le programme de mathématiques en font partie. En revanche, en mathématiqnes, ancune
connaissance sur lu théore des algorithmes, nucun résultat géndral sur leurs performances n'est exigible des
dtudiants,

b) Le calcul symboligue et formel. L'emplol des calculatrices.

Les étudiants doivent étre entrainds & I'utilisation en mathématiques du loglelel de ealeul symbaolique et formel
pour li résolution de problémes, In formulation de conjectures, ou [a représentation graphique de résultats,
L'utilization de ce logiciel évite des calcals fastidiew, ot permet 'étude de situations complexes hors de portée des
technigues traditionnelles. [ls dodvent pareillemeant savoir utiliser une calcolatrice posstdant des fonctionnalités
de caleul formel,

s doivent dgalement savolr utiliser une calculstries programmable, dans les situations ldes au programme
de mathémotiques. Cette utllisation permet notumment ls mise en covee d'une partie des algorithmes du
programime, & 'occasion des travaux pratiques de methématiques,

Iz doivent sgavolr programmer une (natructlon séquentiefle, une instruction conditionnells et une instruction
itérative compartant dventuellement un test d'arnét,

2- Propositions d*activités algorithmiques

A titre d'illustration, les seules compétences exiglbles des dtudiants &tant celles déerites ci-dessus, le professeur

pourra sharder certaing des exemples indigués ci-dessons ; 1] 8'agit d'exemples, qui ne constituent en avcun cas
une extension du programme.

a) Arithmétique

Algorithme d'exponentiation rapide,
Algorithme d'Buclide.

b} Algébre linéaire
Résalution d'un systéme linéaire par la méthode du pivet Lissage par moindres carrés, Résolotion de

de Gauss, ayetemes lindaires aur-déterminds.
Inwersion o "une matrlos,
Résolution de systémes lindalres trl-dingoniuse, Dvitermination d'une fonction spline cublgue.

Reésolution approchée de certaines éguations
aux dérivies partielles,

D¥termination des éléments propres d'use matrice  Méthode de Jacobi,

symétrigque.

Détermination d'@éments propres pour des matrices de  Méthode de la pulssance iténe,

grande dimensbon.

c) Analyse
Approximation du point fixe d'une application scalaire par  Résolution d'équations mumériques.
itération, Méthode de Newton.
Appraximation du point fixe d'une application vectorielle  Résolution de systémes d'équations numériques.
par [tératiom, Meéthode do Newton.

3- Propositions d'utilisation dun logiciel de calcul formel

En plus des points dnumérés dans les paragraphes a) et b) ci-dessus, un logiciel de calenl formel pourra étre
utilisé en analyse, en particulier dans les domalnes suivants :

Heprésentation des surfaces. Lignes de niveau.
Etude d'squations différentielles. Tracé des courbes intégrales,
Approcimation des fonetions, Séries de Fourier,
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ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE

I. ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE AFFINE

1- Espaces vectoriels ; applications linéaires
a) Somme directe de sous-espaces vectoriels
b) Image et noyau d'une application linéaire
¢} Equation linéaire
d) Trace d'un endomorphiame
2- Déterminants
a) Déterminant de n vecteurs
b} Determinant d"un endomorphismea
¢} Déterminant d'une matrice carrée

[1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

1- Sous-espaces stables, polyndmes d'un endomorphisme
n) Sous-espaces stables
1) Polynimes d'un endomorphisme, d'une matrico
2- Réduction d'un endomorphisme
n) Valeurs propres, vecteurs propres d'un endomorphisme
b) Palyndme caractdristigne
¢) Réduction d"un endomorphisme en dimension finie
3- Réduction des matrices carrées
&) Eléments propres
b} Réduction

I11. ESPACES EUCLIDIENS, GEOMETRIE EUCLIDIENNE

1- Espaces préhilbertiens réels ou complexes
) Produit scalaire
b} Orthogonalité
2- Espaces enclidiens
n) Basea orthonormales
b) Projections orthogonates
¢) Endomorphismes symétriques, orthogonaie
) Réductlon des endomarphismes symétriques

ANALYSE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

I. SUITES ET FONCTIONS

1- Normes et distances, suites

2- Espaces vectoriels normés de dimension finie
a) Suites d'éléments d'un espace vectoriel normé de dimension finie
b} Etude locale d'une application, continuité
c) Continuité des applications linéaires

3= Buites et séries de nombres réels ou compleaxes
n) Suites ef séries
b) Sérles de pombres rédels positifs
¢} Séries de pombres réels ou complexes

4- Séries de fonctions
a) Convergence simple, convergence normale
b) Approximation des fonctions d'une varlable réelle
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II. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE : DERIVATION ET INTEGRATION

1- Dérivation des fonetions A valeurs vectorielles
a) Dérivée en un point, fonctions de classe C*
b) Fonctions de classe O
¢} Fonctions de classe C* par morceaux
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2- Intégration sur un segment des fonctions & valeurs vectorielles
a) Intégrale d'une fonction contious par morceaux
b} Convergence en moyenne quadratique
3- Dérivation et intégration
a) Primitives et [ntégrale d'une fonction continue
b) Etude globale des fonctions de classe '
¢) Formules de Taylor
d) Séries de fonctions de classe C*
4- Intégrales impropres
&) Definition d’une intégrale impropre convergente
b} Intégrales des fonctions positives
c) Intégrales absolument convergentes
B~ Intégration sur un intervalle gquelcongue
&) Définition
b) Convergence en moyenne quadratique
¢) Convergence dominde
d) Intégration terme & terme d'une sérle de fonctions
= Intégrales dépendant d*un parambtre

a) Continuité soua le signe
b} Dérivation sous le m:g;n.t:f (formule de Leibniz)

111. SERIES, SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

1= Séries de nombres réels ou complexes
a) Comparaison d'une série & une intégrale
b} Produit de deux séries absolument convergentes
2- Séries entiéres
a) Rayon de convergence d’une série entidre
b} Séries entiéres d'une variable réells
3- Séries de Fourier
a) Coefficients de Fourier
by Convergence en moyenne quadratioue.
) Convergence ponctuells

IV. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1- Equations différentielles lindaires
a) Svstémes linéaires & coefficients constants
b) Equations lindaires acalaires d’ordre 1 ou 2
2- Notions sur les équations différentielles non lindaires

V. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES
1- Calcul différentiel
a) Applications do classe £
b)) Fonctions numéricques de classe ¢
¢) Dérivées partielles d'ordre supérieur
d) Equations aux dérivies partielles
2- Caleul intégral

VL. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

1- Courbes du plan et de I'espace
a) Courbes parsmétrées
b} Etude locale d'un are orienté 7 de classe C*
¢) Etude métrique d'un arc orienté
2- Courbes &t surfaces
a) Plan tangent & une surface
bl Intersection de deux surfaces
¢) Surfaces wsuelles



JROGRAMMES DES CPGE 1441

“%.B.O.
N°3

29 AVRIL
2004
HORS-SERIE

ALCGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE

Le programme est organisé autour des concepts fondamentaux de ['algébre lindaire : espaces vectoriels,
applications lnfaires, sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dircctes, projecteurs ; bases, dimenaion
et rang ; valeurs propres et sous-espaces propres d'un endomorphisme. Le programme met en ceuvre les méthodes
de V'algibre lindaire pour la résolution de problémes issus, non seulement des autres secteurs de 'algébre, mais
aussi de 'analyse et de la géométrie.

La maitrise de I'algtbre lindadre en dimension finie ef, notamment, de V'articulation entre le point de vue
géométrique (vecteurs ef points) et Je point de vee matriciel, constitve un objectif essentiel. Le programme
eombine, de fagon indissociable, 'étude des concepts de I'algébre Hndaire avec celle dos problémes lindaires
{indépendance lindaire, dquations linéaires, réduction des endomorphismes et des matrices, approximation des
fonctions, propridtds des configurations et des transfrmations géométriques, . ).

Le programme d'algébre et gdoméirie comporte "analyse et 'emploi d'algorithmes numériques issus de 'algébne
linéaire ainsi que Femploi d'un logiciel de calou! symbaligue et formal.

I. ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE AFFINE

Le propramme est organisd agtour de guatre objectifs.

- Consolider les acquis de la classe de premidre annde : dude des concepls fondamentaux de Palgtbre lnéaine
{esprces vecloriels, sous-espaces vectoriels, applications Bnéaires, sous-espaces vectoriels suppldmentaires et
projecteurs) ; étude des concepts fondamentaux relatifs aux espaces vectoriels de dimension finie (hases,
dimensfon, rang, ealcul mairiclel) et & In gdométrie affine du plan et de espace,

- Etudier de nouvesux concepts : somme directe de sous-sspaces vectoriels, trace et déterminant d'un endomar-
phizme,

- Exploiter fes acquis pour I'Sode de problémes lindaires jssus de Palgebre (éGude des systémes linéaires, des
palyndmes ; interpolation, dquations aux différences finies) et de Panalyse (récurrences inéaires ef dquations
différenticlles lindaires).

- Maitriser les relations entre le point de vue géométrique (vecteurs et applications linfaires) et le point de vue
matriciel,

Il convient de ne pas négliger le point de vue gdométrique dans 'étude de 'algtbre lindaire et d'illustrer les
notions of les résultats par des figures,

Dans cette partie, e corps de base K est R ou C.

1- Espaces vectoriels ; applications linéalres
a) Somme directe de sous-espaces vectoriels

Détinition d*une famille lbre, d'une famille génératrice en
dimension queloonque,

Somme directe de sous-espaces vectariels : définition de la  Dans 'espace vectoriel K[X], le sousespace
R EE' d'une famille finke (E;)ey de sous-espaces  vectoriel K[X] P constitué des multiples d'un
vectoriels d'un espace vectoriel E: définition d'une spomme  Polynéme P de degré n + 1 admet pour sous
directe @E, d'une telle famille. Cas des sous-espaces vecto-  ©5pace supplémentaire le sous-espace vecto-

riels supplémentaires, riel K, |X] constitué des polyndmes de degré
inférieur ou égal & n,

Lorsque E est de dimension finie et que la somme Y E;  Alors, pour que E = @£, [l faut et il suffit
est directs, que
dim ?E;qzcttma. dim E =Y dim E.
i i

l:m'lqunﬁ'nE':E. alors, pour toute famille u; d'appplications  Famille (p;) de projecteurs de F associée i une

ﬁjn@uduﬁMmmmddF,“ﬁhkmm :Ié-mpuiﬁﬂnﬁ'=$£.:ﬂinlimupf=p,.
ication lindaire u de E dans F et une seule telle que, pour =0glj£igt]. =

tout 4, 1y soit la restriction de u & E;. ; o I ¥ ZFH--

Définition d'une base d'un espace vectoriel E de dimension
finie adaptée & un sous-espace vectoriel F de E, & uoe
dicomposition en somme directe B = ;.
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b) Image et noyau d'une application lindaire
Une application linéaire u de E dans F définit un [somor-
phisme de tout supplémentaire E' de Ker o sur Tmw.

Application & l'interpolation de Lagrange ! détermination
des polynimes P prepant des waleurs données sur une
famille (ag,@y,..., 0] d'éléments de K distincie deux &
detax,

§ Exemples d'étude de problemes d'interpolation lindaire,
c) Equation linéaire

Equation linéaite f{z) = b, avec f application linéaire de

E vers F de dimensions quelcongues.

Cis de 'dgquation homoghne.

Structure des solutions, condition de compatibilité, len

avec Ker f et Im f. Etude du cas ot b = by + by.

i Exemples d'étude de systémes d'équations linéaires.

Définition d'un hyperplan H de E comme sous-espace
vectorke]l admettant un supplémentaire de dimension 1;
caractérization commea noyau d'une forme linéaire non nulle.

En dimension finis, dquations d'un hyperplan.
d} Trace d'un endomorphlsme
Trace d'une matrice carrée ; lintarité de la trace, relations

Tr AB = Tr BA, Tt PMP~' = Tt M. Trace d'un endomor-
phisme d'un espace vectoriel de dimension finie.

Sait u l'application de K[X] dans K**! définle
par u(P) = (Plag),Plan),..., Plua)). Le
noyau de u est constitud des moltiples du
polynime N = H{I =ay) ; en outre, u définit

un isomoarphisme de K, [X] sur K™

Pour "équation bomogéne, ['ensemble des so-
lutions est |'espace vectoriel Ker f,

Dans le cas général, il est vide si b @ Im f, ot
de la forme xp + Ker [ = {xp+ x| = € Ker f}
si b Im f.

Il convient de waloriser les interventions en
géométrie.

Deux formes [indaires non mulles ont le méme
noyaw 8, et seulement sl, elles sont colinéalres,

Le rang d'un projecteur est égal i sa trace,

2- Déterminants

L'objectil de ce chapitre est de consolider les aoquis de la classe de premiére aonde sur les déterminants en
dimension 2 ou 3 et d'étendre Ia notion de déterminant an cas d'un espace vectoriel de dimension n. Le groups
gymétrique et la sgnature J ‘une permutation sont hors programeme.

Drans ce chapitre, les espaces vectoriels sont de dimension foie sur K.

a) Déterminant de n vecteurs

Formes n-lindaires alterndes sur un espace vectorlel de
dimension 7. Déterminant de n vecteurs dans une base d'un
cspace voctoriel de dimension n. Caractérisation des bases,

b} Déterminant d'un endomorphisme
Dterminant d'un endomorphisme, du composé de deux
endomarphismes | caractérisation des automorphismes.

¢} Déterminant d'une matrice carréa

Diéterminant d'une matrice carrée. Déterminant du produit
de dewx matrices, de la transposée d"une matrice.

Déwveloppement par rapport & une ligne ou une colonne ; co-

facteurs, Dvterminant d'une matrice de I formea ("; g)

Matrices carrées semblables, définition, interpeétation en
terme de changement de base,

La démonstration de l'existence du déberminant
n'est pas exigible des étudiants,

Application & expression de la solution d'un
systéme de Cramer,

Application & l'orlentation d'un espace vecto-
riel réel de dimension 2 ou 3.

La preuve de la relation det'M = det M est
hors programme.

Dimonstration non exigible,

Deux matrices carrées semblables ont e meme
déterminant.
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- Etudier Jes polynémes d'un endomorphisme u et les sous-espaces stables par u.

- Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres d'un endomorphisme, en dimension finie ou non.

- Etudier les endomarphismes disgonalizables et les endomorphismes trigonalisables, en dimension finie.

- Explaoiter les résultats abtenus pour '@ ude de problémes issus de Palgébre, de lanalyse et de la géométrie.

En outre, le programme associe étroitement le point de vue géométrique ot Je point de vue matriciel.

Dans cette partie, o corps de base K st R ou C.

1- Sous-espaces stables, polyniimes d'un endomorphlame

a) Sous-espaces stahles
Définition d*un sous-espace vectoriel F stable par un endo-
morphisme 1 d'un espace vectariel £,
Deéfinition de 'endomorphisme de F induit par o,

8i E et de dimension finie, caractérisation des endomaor-
phismes de E stabilizant un sous-espace vectoriel F par
leur matrice dans une base de E adaptée i F,

Etant donné un espace vectoriel £ de dimension finke et
une famille (Ey, Ey, ..., E,) de sous-espaces vectoriels dont
E est somme directe, caractérisation des endomorphismes
stabilisant les sous-espaces E; par leur matrice dans une
base de E adaptés A cette décomposition. Déterminant d'un
tel endomorphisme, d'une matrice disgonale par blocs.

b} Polynimes d'un endomorphisme, d'une matrice
La domnée d'un endomorphisme w de E défnit un mor-
phisme P — Plu) de K|X] dang C(E).

Polyodises d'une matrice carrée, cas de matrices carrées
samblables.

Si les endomaorphismes u et v commutent, Im s
et Kerw sont stables par v

Etant donnée une base d'un espace vecto-
tiel E de dimension finie, carpctérisation
ptométrique des endomorphismes dont 1a ma-
trice dans cette base est diagonale.

Pour tout élément P de K[X], Im P{u) et
Ker P{u) sont stables par u.

51 P eat un polynime de K[X] et A st B deox
matrices earrées semblables, les matrices P{A)
et P{H) sont semblables :

B=Q'AQ == P{B)=Q 'P{A)Q.

2- Réduction d'un endomorphisme

n} Valeurs propres, vecteurs propres d'un endomorphisme

Droites stables par un endomorphisme u d'un K-sspace vee-
toriel E. Définition des valeurs propres, des vecteurs propres
{le veeteur 0 n'est pas un vectaur propre), des sous-espaces
propres Ey(u) = Ker (u — Al ) d’un endomarphisme u de
E

Sil les endomorphismes u et v commutent, les sous-sspaces
propres B (u) sont stables par v.

Toute famille de p vecteurs propres associés & des valeurs
propres distinctes deux i deux est lbre,

Etant donnés un endomorphisme u de E ef un éément P de
K[X], pour toute valeur propre A de u, P()) est une valeur
propre de Plu). 51 P{u) = 0, alora tonte valeur propre A de
u est un wéro du pelyndme P.

La ootion do valeur spectrade est hors pro-
ETAIImE,

En dimension finie, A est une valewr propre
de u s ot seulement ai u— Al n'est pas
inversible ; I'onsemble des valeurs propres de
u est alors appeld spectre de u et noté Sp (u).

La somme d'une famille finje de sous-espaces
propres mssociés A des valeurs propres dis-
tinctes deux b deux est directe.

Eléments propres des homothéties, des pro-
jecteurs, des affinitds, des symétries.

1443
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b} Polynime caractéristique

Polyndme caractéristique d'un endomorphisme u d'un es-
pace vectorisl E de dimension finie. Ordre de multiplicité
d'une valeur propre.

8i F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, le
polynéme caractéristique de l'endomorphisme de F induit
par u divise le polynime carsctéristique do u.

Expression de la trace et du déterminant lorsgoe le
polbymome carsctéristique est scindé,

¢) Réduction d'un endomorphisme en dimension finle

Didinition d'un endomorphisme u disgonalisable : espace
wortoriel B est somme (directe) des sous-sapaces propres
Ey(u). Inversement, si E est somme directe de sous-espaces
vectoriels stables E; sur lesquels u induit une homothétie,
alors u est disgonalisable.

Pour qu'un endomorphisme u de E soit diagonalisable, il
faut et il suffit que la somme des dimensions des sous-

espaces propres de o soit égale 4 dim E.

Pour qu'un endomorphisme u de E soit diagonalisable, il
faut et il suffit qu'il annale un polyndme scindé dont toutes
les racines sont simples. 5i u est disgonalisable, pour tout
soiis-eapace vectoriel F de E stable par o, Pendomorphisme
de F induit par u Pest aussi.

Trigonalisation d'un endomorphisme u dont ke polynime
caractéristique est scindé : Il existe une base telle que
In matrice associe & u dans cotte base soit triangulaire
supérieure (théoréme admis), Les étudiants nont pas &
connaitre de méthode pour trouver une telle base,

Le théoréme de Cayley-Hamilton est hors pro-
Eranme,

Un endomorphisme u est diagonalisable al,
et seulement si, il existe une basse formée de
vecteurs propres de u, ou encore 81 existe
une base dans laguelle la matrice de u est
diagonale,

Tout endomorphisme dont le polynome car-
actéristique cst scindé et o toutes ses racines
simples est diagonalisable, et ses sous-espaces
propres sont de dimension 1.

Mis & part les cas élémentaires (endomor-
phisme d'un espace de dimenston 3 ayant deux
valeurs propres distinctes par exemple), tout
exercice de trigonalisation doit comporter une
indication.

3 Réduction des matrices carrées

a) Eléments propres
Diifinition des valeurs propres, des sous-espaces propres, des
vecteurs propres et du spectre d'un éément M de A, (K],

Polyniime earactéristique.

Un élément M de Ma{R) peat étre considéré comme
élément de Ad,(C); le spectre de M dans R est contenu
dans l¢ spectre de M dans C

b} Réduction

Dingonalisstion et trigonalisation des matrices carrfes,
Toute matrice carrée dont lo polynome caractéristique est
seindé o5t semblable & une matrice triangulaire supérieare
{résultat ndmis),

§ Application & I'étude, sur des exemples, du comporbement
des puissances n-lémes d'une matrice,

Application & "*tude de suites numériques satisfalsant &
une relation de récurrence lindaire & coefficients constants.
§ Exemples d'emplod de décompositions en blocs (produits,
matrices diagonales par blocs, triangulsires par blocs).

Les éléments propres de M sont définks comme
étant coux de l'endomorphisme uw de K"
canoniquement assoeid & M.

Deax matrices semblables ont meme détermi-
Dant, méme trace et méme polynome caracts-

ristique.

Les étudiants n'ont pas A connaitre de
mithode pinérale de trigonalisation,

On se limitera aux relations de la forme
Qtinyg + bigeg +ouy = d.

Pour les produits par blocs, il convient de se
Hmlmm:mnn—lmdulnimme(; E)
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Il convient de donner quelques exemples de
matrices non diagonalisables, mals aucune
méthode péndrale de réduction 4 In forme
trlangulaire n'est exigible des étudiants.

111. ESPACES EUCLIDIENS, GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Cotte partle et organisde autour de quatre objectils

- Consolider les acquis de la classe de premiére annde sur le produit scalaire, les espaces vectoriels euclidiens de

dimension 2 ou 2 et la géométrie euclidienne du plan et de 'espace.
- Etendre ces notions au cas des espaces euclidiens de dimension n ; étudier la réduction des endomorphismes

symétrigues dans une base orthonormale.

- Majtriser les relations entre le point de vue géométrique (vecteurs, endomorphismes symétriques, automor-

phismes orthogonaux] et be point de vue matricie,

- Exploiter les résultats obtenus pour [‘étude de problémes issus de 'algébre, de Manalyse ot do s géomdtrio,

Il convient d'¥tudier conjointement les espaces vectorfels euclidiens et la gdométrie enclidienne du plan et de

l'espace et, dans les deux cas, d'illustrer les notions ef les nsultats par des lgures,

1- Espaces préhilbertiens réels ou complexes

a) Produit scalaire
Produoit scalaire sur un R-espace vectoriel ; définition d’un
eapace préhilbertien réel. Inégalitd de Caochy-Schwars,
indgalité triangulalre ; norme et distance assocides,
HRelotion entre produit scalsire ot norme, polarisation.

Prodult scalalre (z,y) — (zly) sur un C-espace vecto-
riel {linfaire & droite, semni-lindaire & gauche) ; définition
d'un espace vectoriel préhilbertien complexe. Indgalité de
Cavchy-Schwarz, Inégalité triangulaire ; norme et distance
nasociées, Relation

lz+wll* = §=1* + llpl® + 2 Re (xly).

b) Orthogonalitd
Vectours unitaires. Vecteurs arthognnaux, Aous-espoes vee-
toriels orthogonaux, orthogonal F* d'un sous-espace vec-
tariel F de E.
Familles orthogonales, familles orthonormales | relation de
Pythagore pour une famille orthogonale finje.

Sous-espaces  vectoriels  eupplémentaires  orthogonauo,
Somme directe orthogonale d'une famille finle de sous-
eapaces vectoriels.

Extansion des notions précédentes nux espaces préhilbertions

complexes,

L'étude de ces notions doit étre illusiréde par
de nombreux exemples, notamment le pro-
duit scalaire canonique de R™ ot les produits
scalaires usuels sur les espaces de fonctions,
L'¥tude de ces notions doit étre Hlustrée par
de nombreux exemples, et notamment :

= le produit senlaire canonigque de C*;

- (f.8) = (f16) = J{m; fg dans C(ja, b)) ;

. ‘B8
<(fg) - (flo) = 5 [ Fo dans Vespace

vectoriel Cae des fonctions continues 2
périodiques sur R & valeurs complexes.

Exemples d'étude et d'emplol de suites de
polynomes orthogonaux (aucune connaissance
spécifique sur les propriétés des polynomes
orthogonaux n'est exigible des étudiants).

Projecteurs orthogonaux.

2- Espaces suclidiens

a) Bases orthonormales
Définition d'un espace vectoriel euclidien
prihilbertlen réel de dimension finie.

Existence de bases orthonormales, complétion d'une famille
orthomormale en une base orthonormale.

c'est un espace
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Toute forme linéairs [ sur un espace vectoriel euclidien E
g'écrit de manibre unique sous la forme fiz) = (alz) ol a
et un vecteur de E.

Expressions dans une base orthonormale des coordonmdes
et de la norme d'un vecteur, du prodult scalaire de deux
verteurs, de la distance de deux points.

b) Projections orthogonales
Dans un espace préhilbertion réel B (de dimension finie ou

non), lorthogonal FL d'un sous-espace vectoriel F de di-
menslon finle est un supplémentaire de ce sous-cspace voo-
toriel, appelé supplémentaire orthogonal de F'; définition
de la projection orthogonale p () d'un vecteur x de E sur
F. Lorsque E est de dimension finke,

dmFL! 4 dimF=dimE et Fl=F

Définition de la distance d{z, F) d'un éément z de E & F.
Expression de cette distance & 'aide de pg (z) : Ia fonction
qui, & tout éément x de F associe ||z — z|| atteint son
minimum en un point et un senl, b savoir p. () ; relation

128 = llpp (2)* +d (=, ).

Extension des notions précédentes au cas des espaces
préhilbertiens complexes.

¢) Endomorphismes symétriques, orthogonam:

Expression de pg (x) korsque F est muni d'une
base orthonormale (21, 83,...,8x) §

pelz) =Y (elz) e

J=1

Inégalité de Bessel :

Y egbe)l® < =l

=1

Dans ce paragraphe, les espaces vectoriels considérds sont des espaces euclidiens.

Définition d’on endomorphisme symétrique u par la relation
vix, ¥} € B, (ulz)ly) = (zluiy))-

espace vectoriel de £(E),

Dvfinition d"un automorphisme orthogonal d"un espace vec-
toriel euclidien £ (c¢'est-d-dire un automorphisme de E con-
servant le produit scalaire}.

Déinition du groupe orthogonal O E) ; symétries orthogo-
nales, réflexions.

Définition des matrices orthogoniles & partir de 'automor-

phisme de R" associé, Définition du groupe orthogonal
O (n).

Caractérisation d'un endomorphisme symétrique, d'un au-
tomorphisme orthogonal, & 'aide de la matrice associde
dans une (toute) base orthonormale. Changement de base
orthonormale.

Déterminant d'une matrice orthogonale, d'un sutomor-
phisme orthogonal ; déterminant done réfexion.

d) Réduction des endomorphismes symétriques
5i u est un endomorphisme symétrigue d'on espace eucll-
dien E. alors E est somme directe arthogonale des sous-
espaces propres de w; en particulier, u est disgonalizable
dans une base orthanormale,
Recherche d'une équation réduite d'une conigue, d'une
quadrique définde par une équation cartéslenne dans un
repire arthonormal,

Caractérisation d'un projecteur orthogonal
comme endomorphisme p symétrique tel quo
pep=p.

Caractérisation d'un sutomorphisme orthog-
onal par |la conservation de la norme, par
I'image d'une (de toute) base orthonormals,
L'¥tude giénérale du groupe orthogonal est
hors progriumme,

Caractérisation des matrices orthogonales par
lours vecteurs colonnes, par 'une des rela-
tioms: ‘MM=I, ou M'M=1I,.

La notion de rotation ne Agure au programme
qu'en dimenslons 2 et 3.

Diagonalisation d'une matrice symétrique au
moyen d'une matrice orthogonalke.
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ANALYSE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Le programme est organis¢ autour des concepts fondamentaux de spite (ou de série) of de fonction, qui
penmetient de modéliser le comportement des phénombnes discrets ot des plénoménes continus, Les intornctions
entre le continy et le discret sont mises en valeur,

Lo programme se place dans b= cadre des espaces vectorels normés de dimension finke. Ce cadre permet
notamment de décrire of d'étudier les notions de limite of de continuité. Le programme comparte en outre
une introduction & la notion de norme en dimension quelcongue. Cette notion permet de décrire quelques modes
de convergence des suites ef des séries de fonctions mais I'étude systématique des espaces vectariels normés n'mst
pas un ohjectif du programme.

La maftrise du caleul différentiel ef intégral & une variable et de ses interventions en géométrie différentiells
constitue un objectil esentiel. L'intégration, la représentation des fonctions, notamment par des séries (séries
entitres, sdiries de Fourier) et par des intégrales dépendant d'un paramétre, 'approximation des fonctions,
Ies dquations différentielles (notamment les systdmes lindaires et les systémes autonomes, en relation avee la
grométrie différentiells) tiennent une place majeure, Le programme comporte en outre une introduction au
caleul! différentiel & plusieurs variables.

Le programme d'analyse combine 'étude des problémes qualitatifs avec celle de problémes quantitatifs. I1
développe conjointement 'étude globale des suites et des fonctions et 'détude de leur comportement ool
ou asymptotique | en particulier, il convient de mettre en valeur Je caractére local des notions de limite, de
continuité, de dérivabilité et de différentisbilité. Enfin, pour 'étude des solutions des dquations, le Programme
associe Jes problémes d ‘existence et d'unicitd, les médthodes de caleul exact, les méthodes d'spprescimation et Jos
algorithmes mis en aeuvre,

En analyse, les majorations et les encadrements jouent un réle essentiel. Tout au long de 'annde, il convient done
de dégager Jes méthodes usuelles d'obtention de majorations et de minorations opdrations sur Jes indgalitds,
empioi de ln valeur absolue, du module ou d'une norme, emploi du caleul différentie] et intégral. Potir comparer
des nombres, des suites ou des fonctions, on utilise systématiquement des indgalités larges (qui sont compatilles
avec e passage i la limite), en réservant les Indgalités strictes aux cas od elles sont indispensables.

En ce qui concerne 'usage des quantificateurs, il convient d'entrainer les étudiants & savoir les employer pour
formuler de fagon précise certains édnoncés et leurs négations. En revanche, il convient d'éviter tout recours
syatématique sux quantificateurs. A fortiori, leur emploi abusif (notsmment sous forme d’abréviations dans un
textej est excha,

Le programme d'analyse et géomdtrie différentielle comporte I'analyse et 'smplol d'algorithmes numdriques
relatifs aux suites et aux fonctions, ainsi que l'emploi d’un logiciel de ealeul symbalique et formel,

I. SUITES ET FONCTIONS

Cette partic est onganisée autour de quatre abjoctifs :

- Etudier les propriétés fondamentales dos espaces vectorials normes de dimension Bnie, en vue de fournir un
cadre cohérent pour I'étude des suites, des séries et des fonctions.

- Etudier le comportement global et asympiotique d 'une suite ou dune fonction.

- Décrire et mettre en euvre des algorithmes d'approdmation d'un nombre ou d'un vecteur A Paide de suites ou
de adries. Cette étude est mende en relation avec celle des fonctions et de Valgibre linduire, eb avec los problémes
de mesure de grandeurs géométriques ou physiques.

= Exploiter les résultats de I théorie des fonctions pour l'étude de problémes numsriques {majorations
d'expressions, problémes d'optimisation, solutions d’dquations numérigues, ... ).

1- Normes el distances, sultes

Définition d'une norme, notée £ — x| ou x — N(z), sur Ces notions doivent #tre illustrées par de
un espace vectoriel E réel ou complexs ; distance associée, nombreux exemples issus de Vespace K",

notée [(x, y) = d(x, ). Boules. des espaces de matrices et de fonctions. Les
Norme x — fxf = (z|z)"/* nssociée & un produit scalaire  é&tudiants doivent connaltre notamment. fes
L2, )+ (xly) sur un espace vectoriel réel ou complexe. normes Ny et Ny sur K™ et sur Pespoce veo-

Suites comvergentes, suites divergentes. Opérations  toriel C{fa, b)) des fonctions continues sur [ex, &)
algébriques sur les suites convergentes. i valeurs réelles ou complexes.
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Définition d'une application k-lipschitzienne : composée L'application z — ||z|| est 1-lipschitzienne.
d'applications lipschitziennes.

Normes équivalentes ; si N et N' sont équivalentes, toute
suite convergeant vers 0 pour l'une converge vers 0 pour
I'autre.

Les étudiants doivent savoir comparer no-
tamment les normes usuelles mentionnées ci-
dessus,

2- Espaces vectoriels normés de dimension finie

Les applications étudifes dans ce chapitre sont définies sur une partie A d'un espace vectoriel normé E de
dimension finie sur R ou sur C ef 4 valeurs dans un autre espace vectoriel normd F.

Dans un souci d'unification, une propriété portant sur une fonction deéfinie sur A est dite vraje au voisinage d'un
point a ai elle est vraie sur 'intersection de A aver une boule de centre a lorsque a est un point de E' adhérent 4
A, avec un intervalle |e, 4-00| lorsque E = R et a = 400, avec un intervalle | — 0o, ¢f lorsque E = R et 0 = —o0.

a) Suites d’éléments d'un espace vectoriel normé de dimension finie

Sur un espace vectoriel de dimension finie E, toutes les
normes sont équivalentes,

Définition d'une partie barnée, d'une application bornée.

Pour qu'une suite (u,) d'éléments d'un espace vectoriel
normé E de dimension finle soit convergente, il faut et
il suffit que ses coordonnées dans une bhase de E soient
convergentes.

Relations de comparaison entre suites : domination et
négligeabilité pour une suite (w,) & valeurs vectorielles et
une suite (@) & valeurs réelles. Equivalence pour deux
siftes (uy) et (i) & valeurs réelles ou complexes.

b} Etude locale d*une application, continuité

Définition des parties ouvertes, des parties fermées.
Réunion et intersoction de parties ouvertes, de parties
fermébes.

Définition d'un point adhérent & une partie.

Limite d'une application : soit f une application dune
partie A de E & valeurs dans F et a un point de E adbérent
i A. Etant donné un élément b de F, on dit que f admet b
comme [imite au point & 81, pour tout nombre réel £ = 0, il
existe un nombre réel § > 0 tel que, pour tout élément T de
A, la relation ||z—a|| < § implique la relation || f{z)—b]| < e
le vecteir haﬂtahmuuniqm,etuulenn:eb=ﬂumf,uu
encore b= !i"l Sfiz). Lorsqu'un tel &ément b existe, on dit
que f admet une lmite so point a.

Limite d'une application composée ; opérations algébriques
sur les limites.

Limite de I'image d"une suite (u,) admettant une limite a
par une application f admettant une limite au point a.
Relations de comparaison en un point; domination et
négligeabilité pour une fonction f & valeurs vectarielles et
une fonction & valeurs réelles ne s'annulant pas en dehors
du paoint,

La démonstration de ce théoréme est hors
Programime.

Espace vectorie]l normé B(A, F) des applica-
tions bornées f de A dans F muni de la norme
Neo(f) = bip (=)l

Les coordonnées de la limite sont alora les
limites des coordonnées,

Notations u, = O [0y ), s = 0{ag), ug ~ tg.

Les notions de voisinage d'un point, d'adhé-
rence, d'intérieur et de frontitre d'une partie,
d'ouverts et de fermés relatifs & une partie sont
hors programme.

Lorsque @ appartient & A, f est dite continue
au point a; alors, b = fia). Dans le cas con-
traire, [ admet une limite en o & et seulement
g f se prolonge par continuité en ce point.
Dans le cas des fonctlons d’une variable réelle,
extension de cette définition lorsque a = +0o
ou @ = —0g.

Dans le cas des fonctions & valeurs réelles,
extension aux limites infinies, lorsque & = 0o
ou b= —oo.

Caractérisation d'une application admettant
une limite & 'aide de ses coordonnées dans
une base de F,

Caractérisation séquentielle de la continuité
d'une application en un point.

Notations f = 0 (g) et f = o(y).



Applications continues. Continuité de la composdée de deusx
applications continues, de ln restriction d'une application
continue ; opérations algébriques sur les applicathons con-
timies, Caractérisation de la continuité 4 'aide des coor-
données dans une base de F.

Diéfinition d"une partie compacts d'un espace vectoriel de
dimension finie : partie formée bornde de E,

Etant donnée une application continue f de A dans F,
I'image par f d’une partic compacte de E locluse dans 4 est
une partie compacte de F. Cas dune fonction numérique
continue sur un compact : existence d'extrémums,

c) Continuité des applications linéaires
Toute application linfaire v d'un espace vectorisl normé
(E, N} de dimension finie dans un autre (F, N} sst continue
sur E.
S5i E, F et G sont de dimension finie, toote application
blilndaire B de E x F dans (7 est contioue sur E = F,

Contimuité de application (A, 1) — Ar de K x E dans E,
i produit scalaire sur un espace euclidien,
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Eepace vectoriel A, F) des applications con-
tinuea de A dans F, algtbre O A) des fonctions
& valours réelles ou complexes continues sur A.

La démonstration de ce théortme est hors
programme,

I existe un nombee réel k > 0 tel que, pour
tout x, N'{u(z)) £ kN(z); dans ces condi-
tions, u est k-lipechitzienne.

Il convient de mettre en valeur des inégalités
dua type || Biz, p)l < k= |lpl.

Continuité do (u, v) — uv dans lalgibre C(E).

3= Suites et séries de nombres réels ou complexes

n) Suites et séries

i Exemples d'étuide de suites de nombres réals on complexes
définies par une relation de récurrence wa4y = flug) ot
d'emplol d'une telle suite pour 'approximation d'un paint
fixe a de f.

Sériazun associte & une suite (v, ) de nombres éels o
complexes, sulte {s,) des sommes partielles de cette série.
Définition dune série convergente et de sa somme, notde
oa

Eu.“- Espace vectoriel des séries convergentes.

fa=0

Caractérisation de la convergence d'une série de nombres
complexes & I'aide des parties réelle ot imaginaie.,

Convergence d'une série réelle alternde dont la valeur ab-

solue du terme général décroit et tend vers 2éro ; majoration
du reste.

b) Séries de nombres réels positifs
Pour qu'une aérie Eu.-. de nombres positifs converge, il
faut et [l suffit que ln suite (s,) des sommes particlles soit
o
majorée. Alors Z Un = lim 8, = sup s,.
nel} ¥ P

Théoréme de comparaison des séries de nombres réels posi-
tifs : solent (uy ) et (4, ) des suites de nombres réels positifs
telles que wy = 2 {og) § alors In convergence de En. im-
plique la convergence de E TS

c) Séries de nombres réels ou complexes
Séries absolument convergentes (c'est-d-dire telles e

Z |tia| < 4oa).

Pour étudier la vitesse de convergence de u,
vers @, les dtudiants doivent savoir exploiter le
commportement local de [ au volsinnge de a e,
notamment, une indgalité du type lipschitzion
|Fiz)— fla)| < K|z —a| ot D < k < 1, ou do
type |f(z) - fla)| € Az - af*.

I convient de mettre en valeur ot d'explolter la
carrespondance hijective entre suites et séries,

Elln.aériaz“n CONVETER, Uy, tend wers 0 la
réciprogque st fansse,

Apcune sutre connaissanee spécifique sur les
péries ssmi-convergentes n'est exigible des
étudiants.

Convergence des sérles glométriques de nom-
bres réels positifs, convergence des séries de
Rbemann.

Comparsison d'une série de nombres rels

positifs & une série pdométrique (régle de
d'Alembsert), & une sérke de Rismann.

1449



1450

% 33.0. %OGRAMMES DES CPGE
29 AVRIL
2004

HORS-SERIE

PC

Toute série sbsoluoment convergenie est convergente
{démonstration non exigible).

Sérle géométrique : la série Y =", oit z appartient & C,
est absolument convergents si, et seulement =i, |x| < 1; sa
somme eat alors égale & T

=T

Bérim exponentiells : pour toot nombre complexe z, s sdrie
L]
Z Z_ est absolument convergente.

[- <]
Enmltra,.zun
ne=il

(==
<Y lual:
=l
8i Jz] = 1, cette série diverge.
)

b z“
Par définition, expz = E e
n=l}

4~ Séries de fonctions

L'étude de la convergence uniforme d'une suite de fonctions et les théorémes qui la mettent en ceuvre sont hors
programme. Ainsi, dans ce contexte, |'approximation uniforme des fonctions se traduira en terme de distance

uniforme.

Dans cv chapitre, les fonctions considérdes sont définies sur un intervalle I de R et & valeurs rdelles ou complexes.

n) Convergence simple, convergence normale
Etant donnée une suite (f,) de fonctions définies sur [,
définition de la convergenes simple sur I,

Définition correspondante pour une série de fonctions

X%

Une série ¥ _ fr de fonctions réelles ou complexes définies
sur [ est dite normalement convergente sur [ sl la sérle

numérique 3 || fnlloc est convergente.

Convergence normale sur tout segment de [,

Si ZI., converge normalement sur tout segment de I et

==
i, pour tout e, f est contine sur T, o somme E: Ju l'est

n=0

s,

b} Approximation des fonctions d'une variable réells

Palyndme de Lagrange d'une fonction f associé i un n-uple
de points de 1.

Dvifinition d'une fonction ¢ en escalier sur [o,&), d'unse
subdivision de [a, b] subordonnde & . Espace vectoriel des
fonctions en escalier sur un segment.

Définition d'une fonction continue par morceaux sur un
sogment. Espace wvectoriel des fonctions continues par

MOPCERIKE Sur un segment.

§i elle converge simplement, | série de fone-
=

tions & une somme notde Z.fn-
il

Pour établir la convergence normale de » ~ f,,
on peut utiliser une série pumdrique conver-
genta E g, majorante, c'est-i-dire telle que,
pour tout n, || fallse € tn-

Si la série Ef“eutnmmulﬂmeut convergente
gur tout segment de I, elle est simplement
convergente sur [; on peut donc définir sa

SO E Ju-
n=0

Extension de ce résultat au cas ol g est une
extrémité de [ lorsque, pour tout n, f, admet
une lmite by en a.

La démonstration de ces résultats n'est pas
exigible des dtudianta.

Espace vectorie]l des fonctions en escalier sur
R (par définition, ces fonctions sont nulles en
deliors d'un segment).

Une fonction est dite contlooe par morceais
sur un intervalle quelcongue si sa restriction &
tout segment est continue par morcesnx.



Par définition, on dit qu'une fonction f peut étre approchée
uniformément par les fonctions appartenant & un certain
sous-ensemble A de F{I, F) si, pour tout réel £ > 0, on
peut trouver o £ A tel que

sup |(f — wh(z)| < e
Fel

Approximation uniforme des fonctions costinues par
morcesux sur un segment par des fonctions en cscalier,
Approximation uniforme des fonctions continues sur un
segment par des fonctlons polynomiales. Approximation
uniforme sur R des fonctions continues périodiques par des
polynimes trigopnométriques (complexes).

§ Exemples d'obtention et d'emplol d'approximations ani-
formes de fonctions.
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Cela ge traduit par le it qu'd tout £ > 0 on
peut associer i € A tel que f — p est bornée
ot [|f - ¢l =

On rappelle & ce propos que s notion de
convergence unlforme d'une sulte de fonctlons
est hors programme.

Démonstration hors programme.

La démonstration des théorémes de Weier-
strass est hors programme.

On donners en particulier des exemples
et contre exemples utilisant des polyndmes
d'interpolation de Lagrange,

I1. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE : DERIVATION ET INTEGRATION

Le programme est organisé sutour de quatre objectifs

- Consolider les acguis de premitre annde concernant la dérivation ef lintégration des fonctions o 'une sariable

réelie & valeurs réslles on complexes.

- Etendre ces résultats au cas des fonctions o'une variable réelle & valeurs veetarielles.
- Etudier I'intégration et la dérivation des suites ot séries de fonctions & valeurs réelles ou complexes,
- Effectuer une dtude dlémentaire des fonctions définies par des intégrales dépendant d'un paramétre.

Les fonctions étudides dans eette partio sont définies sur un intervalle [ de R ot & waleurs dans un espace vectoriel

F de dimension finie sur R ou sur C.

1- Dérivation des fonctions & valeurs vectorielles

a) Dérivée en un point, fonctions de classe '

Définition de la dérivabilité d"une fonction § définke sur un
Intervalle I en an polot a de T dérbede, dérivée & gauche,
i droite,

Diéfinition de la dérivabilité d'une fonction f sur un
intervalle I, application dérivée ; application de classe C'
sur I.

Espace vectoriel C'(I, F) des applications de classe C',
lingarité de la dérivation, dérivée d'une application de la
forme w(f) ol u est une application linéaire, dérivée d'une
application de la forme B(f,g), ot B est une application
biliméaire,

Caractérisation de la dérivabilité d'une fonction ff & valenrs
dans F & 'aide d'une base de F.

Cas d'une fonction f & valeurs complexes : pour quae ff soit
de classe C', il faut et il suffit que f le soit, ou encore que
Re f et Im [ e sobent,

Caractérisation des fonctlons constantes parmi les fonctions
continues sur I et dérivables sor l'intérienr de 1.

b) Fonctions de classe ¢

Définition des applications de classe 0% sur un intervalle [
(£ entier naturel ou k = mo).

Les étudiants dofvent connaitre et savoir
exploiter  Ulnterprétation  clodmatlque et
graphique de la notion de dérivée en un point,

Motations §, Df, %-

Lorsque F est un espace préhilbertien,
dérivation du produit scalaire {f|g), du carré
de la norme | flla; lorsque e est un vecteur
unitaire, orthogonalité de e ot de De,

Les coordonnées de Df sont lea dérivées des
coordonnées de f.

Dans ces conditions,

D(f)=Df, Df=D{Ref)+iD{m f).

k
Notations 8, D¥f, %‘
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Espace vectariel C¥([, F') des applications de classe C* sur [
& valeurs dans F, oh 0 £ k < so. Alghbre C*(I) des fonctions
de classe C% sur T & valeurs réclles ou complexes,

La composée f oy d'une application f de classe C* gur I et
d'une fenction @ de classe C° sur un intervalle J & valeurs
dans [ est de classe C* sur J,

Définition d’un C*-difffomarphisme de J sur £ (k = 1).

¢) Fonctions de classe C* par morceaux

Une application f A valeurs dans F est dite de classe C* par
morcesus sur un segment fo, b, o 1 £ & £ oo, o'il existe une
subdivision [eg,ay,....8,) de [0, F telle que la restriction
de [ & chacun des intervalles Jo,, a4 [ soit prolongeable en
une fonction de classe C* sur [ag, 0441

Les dérivées successives de f sont définies sur [a,b] privé
d'une partie finie ; clles sont notdes DY f,

Si f est continue sur [ et de classe C' par moresaux sur [,
[ &5t constante si et seulement sl Df = 0,

Dérivée k-ieme du prodult de dewx fonctions
(formule de Leibniz).

Une fonction ¢ de classe C* sur un intervalle
J (k 2 1) est un C*-diffdomorphisme de J sur
I = 2l J) s et seulement &, pour tout Sément
tde J, &'(t) #0.

Une fonction f est dite de classe C° par
moreesix sur un intervalle T guelcongue si sa
restriction A tout segment est de classe C¥ par
MOTCERIE.

Il convient de mettre en valeur le cas wsuel
des fonctions de classe C* sur J ot C**' par
moreenny sur J.

2- Intégration sur un segment des fonctions & valeurs vectorielles

Le programme se limite & l'intégration des fonctions continues par morceaux sur un segment J = |, b] & valeurs
dans un espace vectoriel F de dimension finde sur R ou sur €. La notlon de fonction intdgrable sy sens de

Riemann est hors programmme,
a) Intégrale d'une fonction continue par morceaux

Définition de |'intégeale d'une application f continue par

morceaux sur un segment J. Motations f_fr J. Ex-
I la.b]

pression de lintégrale dans une base de F. Linéarité de

Vintegrale,

Invarlapce de lintégrale par translation; Image de

I'intégrale par une application lindaire,

Pour les fonctlons & valeurs réelles, positivité et crolssance
de ['intégrale.
Les Iotégrales de deux fonctions continuwes par morceaux

coincidant saufl sur une partie finie de J sont égales.

Additivité de [Dintégrale par rapport & intervalle
d’Intégration.

Valeur moyenne d'une fonction. Indgalité de la moyenne
I, 1 <0-a s

Etant donnée une application f continue par morceaus sur
unintmaﬂefdaﬂ,:ﬁéﬁﬂthndef}{tjdiinhnetb
appartiennent i T, 5

§ Exemples de méthodes de calcul de valeurs approchées
d'lntégrales et de comparalson de leurs performances.

megaine | [ 1] < [1n.

Pour une fonction f & valeurs complexes,
intégrale de f, de Re f, de Im f.

Une fonction [ continue ef & valeurs positives
gur un segment [a, 4] est nulle =i, et senlement
8, 5on intégrale est nulle.

Démonstration non exigible,

Les étudiants dolvent savoir effectuer des ma-
Joratlons analogues pour des intégrales de la

farmme f B(f.g), oi B est une applics-
fa ]

tion bilinéaire. En revanche, toute formule
ou égalité dite de la movenne est homs pro-
gragnme.

Linéarité. Infgalité de la moyenne. Relation de
Chasles,

La démarche consiste & subdiviser I'intervalle
d'intégration et & approcher, sur chague sous-
intervalle, |n fonction & intégrer par une fonc-
tion polynomiale.



b} Convergence en moyenne quadratique
Produit scalaire (f, g} +— f fg sur l'espace vectoriel
la

o
Cila,b]) des fonctions contimues sur [n, b & valsurs com-
plexes ; indgalité de Cauchy-Schwars.

Norme de la convergence en moyenne quadratique

f—nai) = J'L.n] m'-‘)m-
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Inégalité Na(f) € vb—a Nl ).

3- Dérivation et intégration

Les fonctions étudides dans ce chapitre sont définies sur un intervalle [ de R et & valeurs dans un espace vectoriel

F de dimensfon fnie sur R ou sur C.

a) Primitives et intégrale d'une fonction sontinue
Définition d'une primitive g d'une application ff continue
sur un fntervalle I,

Dewx primitives d'une méme application diffrent d'une
constante,

Théoréme fondamental : étant donnés une application
continue sur [ et un point a de I,

=
- L'application = = )l' F{t)dt mst Punique peimitive de J
qui 8'annule en a | pm:r toute primitive i de f aur I,

J‘r* Sty dt = h(x) = hia).

- Pour toute application f de classe ! sur I,

fiz) = fla) = f' 7o)t

Formule d'intégration par parties pour des fonctions de
elasse & gur [,

Changement de variable : étant donndes une fonction f
continue sur J & valeurs dans F et une fonction o & valeurs
dans T et de classe C* sur [or, ],

) -
f f(t)dt = f Flip(u)) o' (u) du.
(" [+ ]

o)
Extension an cas ob f est continue par moreeausx sur [,
lorsque  est strictement monotone sur o, 4.
b) Etude globale des fonctions de classe '

Inégalité des accroissements finis : soit f une application
continue sur la,b] et de classe ' sur Ja,b]. SI, pour tout
élément t de Ja, b, J/(8)] < A, aloes

£ (8 = fla)ll € A{b—a).

Si f est continue sur [a,b], de classe ' sur Jo, 4] ot si f' &
une limite finie en a, alors f est de classe O sur ja, bl

Extension de cette définition au cas ol [ est
continue par morceaus sur I ; g est continue
sur [ et de classe C' par morceawx sur [ et, en
tout point de continuité de f, g'(x) = f(z).

Extension au cas ou f est continge par
morceaux sur [,

Extansion an cas ou f est continue sur § et de
classe C' par morceaux sur 7,

Extension aux fonctions continues sur [ ot de
classe ' par morcesux sur 1.

Il convient de mettre en valonr intéret de
changements de variable affines, notamment
pour exploiter la pérlodicité et les syméirics,
O POUT B0 TAMBOET, par paremétrage duo sep-
ment fo, b, au cas ob intervalle d'intégration
est [0, 1] ow [-1,1].

Les éeudiants doivent connaltee interprétation
cindmatique de ce résultat,

Extension au cas oi f est contimee sur I et de
classe C! par morceaux sur [a, b].

Extenslon aux applications de classe O : si f
est continue sur [a, b, de classe C® sur |, &) et
&, pour tout v € [1, k], DT admet une lmite
en a, alors [ est de classe C* sur [a, b,
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c) Formules de Taylor
Pour une application f de classe 0% sur I et de classe C¥*'  Décomposition f{z} = Ti(z) + Re(z), obi
par morceaux sur f, formule de Taylor & Pordee k en un 1 .
point a de [ : expression intégrale du reste . Majoration T;I::J-EE;E-]—D‘IM‘.L
du reste Ry (indgalité de Taylor-Lagrange). e

Diéveloppement limité d'une primitive d'une application  Existence d'un développement limité & I'ordre
continue | application au développement limité de la dérivée & pour une application de classe C* : formule
d"une application de classe C'. de Taylor-Young.

d) Séries de fonctions de classe ¢*
Dans oo paragraphe, les fonctions considérdes sont définies sur un intervalle [ de R of A4 valours réelles ou
oo plexes,

Intégration terme & terme sur un segment d'une série de
fonctions continoes normalement convergente,

Diérivation terme i tarme d'une série de fonctions < soit (f,,)  Extensbon aux fonctions de classe O¥.
une suite de fonctions de classe ©' sur 1 & valeurs réelles
ol complexes, Si hn&rhthmmmﬁmplﬂmmtmrf
|:1:aj.l.l|.Eui:"Lvaan"T'L converge normalement sur tout segment
de [, alors |a somme de (o série Ef,. est de classe O gur

Iet
oo foe]
”(E’") =3 Ds
ot i ] L]
Lnpplication e, : ¢ — exptz, ol 2 est un nombre complexe,
eat de classe O gur R et De, = z 8,

L'application 8 — & définit une bijection continue de  Relation Argu =2'"“'“3T.f._- oll u = r+iy,
| = =, %[ sur U privé de —1, dont |'application réciprogue Bt el =1 "
u = Argu est continuoe. y ol ]

Exemples d’étude de fonctions définies comme somme d'une
sirie de fonctions (continnité, dérivation, Intégration, ...).

4- Intégrales impropres

Pour ow qui concerne jes intégrales impropres (ou géndralisdes), Mobjectil du programme est la madtrise de la
convergence absolue de 'intdgrale d'une fonction continue 4 valeurs réelles ou complexes sur un intervalle non
formd ou non bornd, en voe de fa définition de Pintdgration sur un intervalle quelcongue. Le programme part
de In définftion pénérale de la convergence, en raison de la simplicitd de la prSsentation, mads Vduede de In
somi-convergence des intégrales n'est pas un objectil du progranme.

a) Définition d'one intégrale Impropre convergente

5l f eat une application continue par morceaux sur o, b On aurs soin de distinguer, dans la présenta-

¥ tion, | oot
Vintégrala f flt)dt est convergente, par définition, = muntleec mﬁf;ﬂ “! “E;EHE::'{”I T uiup!::
n 1

bomé, et be cas ol D'intervalle est pon borod

ff{t]dtuumﬂmﬂeﬁ.uiehmque:tmdmub,eﬂmm (du type [a, +0o| par exemple).

duns [a, b, Cas de lintervalle Ja, b, de Iintervalle Ja, b.
Dvfinition des intégrales divergentes.
Nature dis inbégrales ;

oo it Y,
j: t_" E‘t.{n F-D‘I.IEI-ER,

1 4=
fm.ﬂ, ehf 6" dt o o € R
i [}



b) Intégrales des fonctions positives

Relations entre la convergence ou la divergence des
intégrales de f ot de g, dans le cas o f < g, ot dans
be cos ol [~ g

¢) Intégrales absolument convergentes
Omn dit que f, continwe par morceaux sur J, & une intégrale
absolument convergente gi Dintdgrale de la fooction
[f] & |f(t)] &5t comvergente.
Une intégrale absolument convergente est convergonte.

Comparaison en module & des fonetions réelles positives,
du type : [f] £ g, ou |f| ~g.
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Riésultat admis.

5- Intégration sur un intervalle quelconque

a) Définition
Une fonction f, continue par morceswe sur un intervalle
I non compact est intégrable sur [ si elle vérifie I'une des
deux conditions équivalentes siivantes
= f admet sur [ une intégrale absolument convergente ;
- il existe un réel M > 0 tel que pour tout segment J Inclus
dans I, on ait :
J[ Lf(t) dt £ M.
J

Si I est un intervalle queleongue et f est intégrable sur T,
on appelle intégrale de ff aur {ﬂmmff
-ﬂifut.unsegmam,l‘im.émlnde_famf!

- 8l I n'est pns un segment, son intégrale Impropre sur I,

Brive extenslon des propriftés voes dans b codre de
Vintégrale sur un segment (lindarité, relation de Chasles,
indgalitéd de la moyenne),

Changement de variable : étant données une fonction f
intégrable sur I et une hijection o d'un lotervalle ' gur
I, de classe C* sur I',

}f:=£.1w~|w*|.

b} Convergence en moyenne quadratique
Les fonetions contimues et Intégrables sur [ i valeurs com-
plexes constituent un sous-espace vectoriel de C{J).

Une fonction continue & valeurs complexes [ est dite de
carré intégrable sur I si |f]* est intégrable sur 1. Ces
fonctions constituent un sous-espace vertoriel de cry.
L'application (f,g) ~ (flg) = J{ fg est un produit
scalaire ; Inégalité de Cauchy-Schwarz, norme de la conver-
gence en moyenne quadratique f s Ny(f) = Tf 7 o

!

La démonstration de I'dquivalence des deux

Relation de Chasles : sl f est intégrable sur T
et gur J, &l J U .J est un intervalle et g1 Jr1.J
est vide ou péduit & un point ;

i o

La démonstration de ee théoréme est non exdi-
gible.

Le produit de deux fouctions continues f et g
da carré intégrable sur I est intégrable sur I.

Inégalités

ICFlg)) < Nilfg) < Malf) Na(g);
continuitd du prodult sealaire.
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c) Convergence dominde
Théoréme de convergence dominéde : soit (f;) upe suite La démonstration est hors programme.

de fonctions & valeurs réelles ou complexes continues par Il convient d'insister sur l'importance de
morceaux et intégrables sur [ et ¢ une fonction continue  ["hypothése de domination.

par morceans, positive et intégrable sur . 5§ (fa) converge
simplement sur I vers une fonction f continue par morceams

sur I el si, pour tout entler n, |fu] € ¢ (hypothise de
domination), alors [ est intégrable sur I ot

[1=1m [ 5

d) Intégration terme & terme d'une série de fonctions

Soit {f,) une suite de fonctions & valeurs réelles ou ecom- La démonstration de ce théoréme est hors
plexes continues par morceaux et lntégrables sur [, telle  programne.
que la série Ej‘. converge simplement vers une fonctlon f

continue par morceaux sur { et tells que Ia&sﬁrifz:j:lfnl

converge. Alors f est intégrable sur I et j;,f = i};fh.

1]

6= Intégrales dépendant d'un paramétre
Les théorémes qui suivent, dont ls démonstration est non exigible, ont pour but de donner aux gtudiants des
outils pour étudier Jes fonctions définies par une intégrale dépendant d'un paramotne,
a) Continuité sous le signe f

Soit I et J deux intervalles de R et f @ (x,t) — fiz,¢) une Extension au cas ofl "hypothése de doming-
fonction & valeurs réelles ou complexes définie sur [ = J,  tion est vérifide sur toute partie K x J ou K
continue par rapport & T et continue par morceaux par  est un segment conteny dans T

rapport & ¢ telle que pour tout élément r de I, In fonction

t = fir,t) soit intégrable sur J. 5%l existe une fonction

positive o, continge par morceaus et intégrable sur J, telle

que pour tout Elément (x,t) de T x J, |fiz.t)] £ D)

(hypothéss de domination), alors la fonetion g définie sur f

par bn relntion g(x) =£ﬁ:.i]l df est continue sur T,

b) Dérivation sous le ulg:u.uf (formule de Leihniz)

Soit I et J deux intervalles de R et f: (x, i) — f{z,{) une
fonction & valeurs réelles ou complexes définie sur [ = J et
dérivable par rapport & £, On suppose que :

= pour tout x € I, les fonctions £ — fx, 1) et & = ﬂ::;L'..:I]I
sont coptinues par morcenux ef i ables sur J ;

= pour tout £ € J, la fonction =~ E;r{:.tll est continue ;

= il existe une fonction positive i, continue par morceanx et

intégrable sur J, telle que pour tout &lément (x,¢) de Fx.J,
O Insisters sur la nécessitd de la proprideé de

af
|§:‘[=' *]'[ < lt). domination pour gr—'r
Al 1 fanctlon § :.-rl—rfﬂ.r,f.}drﬂtdednuc{'" mur
J
I et

; b af
5‘.4']=J£ E{-ﬂnl}‘“" Extenslon aux fnetions de classe 0%,
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I11. SERIES, SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

L'objectif de cetie partie est triplo :

- Approfondir 'étude des sdries de nombres rdels o complexes @ comparaison § une intdgrale ; applications &
I'étude du compartement asymptotique des restes d’une série convergente, des sommes partielles d'une série

divergente ; produft de Cauchiy

- Etudier les propridtés élémentaires des séries entifres ot des séries de Fourier.
- Explaiter la représentation des fonctions par des séries entiéres ou des séries de Fourier pour étude de fonctions
définles comme solutions d'une éguation, en relation aver 'enseignement des autres disciplines sclentifiques.

1- Séries de nombres réels ou complexes

a) Comparaison d'une série i une intégrale

Comparaison d'une série de nombres réels positifs i
une intégrale : étant domnde une fonction [ continue
par morceaux sur [0, +0o0] A& valeurs réelles positives
décrolssante, la série de terme géndéral

— _[ | f0dt - 1)

est convergente. En particuller la série E fin} converge &
et setlement &l f est intégrable sur [0, +oof,

Equivalent de n! (formube de Stirling),

§ Pour une séric de nombres réels positifs, exemples
d'encadrement du reste d'une série convergente, des

sommes particlles d'une série divergente; exemples de
recherche de waleurs approchées de la somme d’une série

convergente.

Exemples d'étude du comportement asymptotique des
restes d'une série convergente, des sommes particlles d'une
série divergente.

b} Produit de deux séries absolument convergentes
Définition du produit de Cauchy > w, de deux séries
Euﬂ, et En,, de nombres complees

La relation wy, = f‘ (fit) — fin)) dt permet

d'encadrer wy, ; un pnud.remuul analogue peit
étre obtenu lorsque f est crolssante,

La démonstration de la formule de Stirling
n'est pas exigible des ftudlants,

I convient notamment d'exploiter la eompara-
isom d'ume série b une intégrale.

e =Y iyt
Fig=n
51 les wsfries Zu.,, el zm sont absolument conver-  Dans ce cas,
gentes, wy 'est auss] (démonstration non exigible des b
éhudiang:}l. ' Ew“ : (E ) (E"”)
n p=0
2- Béries entibres

Les coefficients des séries entidres considéndes dans ce paragraphe sont réels ou complexss.

a} Rayon de convergence d'une série entibre

Série entibre Eu..,:" d"une variahle complexe : associée 4
une suite (o) de nombres complexes : définition du rayon
de convergence R {fini ou non).

Tout résultat général relatif & 'éeude de |
siérie gur le cercle |2| = R est hors programmn,
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Lemme d'Abel : il existe un nombre réel p > 0 tel que
{|an|o™) soit borné, alors pour tout nombre complexe = tel

. l=]y"
que |z] < p, |anz |mdmnapu(F] :

Rayan de convergence de la somme et du produit de Cauchy
de dewx séries entibres. Linéarité de |a somme, somme du
produit de Cauchy.

b} Séries entikres d'une variable réelle

Etant donnée une série entidre Z a,t™ d'une varinble réelle
t dont le rayon de convergence R est strictement positif, une
primitive sur l'intervalle | — R, R] de la somme f de cette
serie 'obilent en intégrant terme & terme,

La somme f d'une série entitre Y " ant" dout le rayon de
convergence R est strictement positlf et une fonction de
classe O™ sur | — R, R|. En outre, pour tout k » 1, D*f
s'ohtient par dérivation terme A terme.,

8i de plus la série Eu"f“ comverge paur ¢ = ] (resp. pour
=0
t =—R), la somme est continue sur [0, R] (resp. [~ R, 0]).

Définition d'une fonction développable en série entitre sur
un intervalle | = r, rf, ofl r > 0.

Définition de la série de Taylor d'une fonction f de classe
C™ sur un intervalle | — v e, ol ¢ > 0.

La série est absolument convergente sur le
disque (ouvert) de convergence, Elle est nor-
malement convergente sur tout compact du
disque de convergence ; continuité de la somme
sur le disque de convergence.

Relation
exp{z + z') =expz expz’,

Invariance du rayon de convergence d'une série
entiére par intégration terme & terme, par
dértvation terme & terme.

En particulier, pour tout entier & positif ou
mul, ag = % D* f(0).

Résultat admis.

Développement en série de Taylor par rapport
it de e** (o) z est complexe), de sint, de cost.
Développement de In(l + ¢}, de (1 +£)* ob &
est réel.

3= Séries de Fourier

Dans ce chapitre, les fonctions considérdes sont i valeurs complexes, 2r-périodiques et continues par morceanx

sur R. Le cas des fonctions T-périodiques 'y raméne par changement de variahle.
§ Il convient d‘exploiter Vinterprétation en termes d'analyse harmonigue des signaux périodiques,

a) Coefficients de Fourier

Espace voctorie]l des fonctions & valeurs complexes 27-
pirindiques continues par moroeanx sur R,

Intégrale sur une période d'une fonction f & valeurs com-
pleztes 2r-périodique continue par morceans sur R,

Définition des coefficients de Fourier d'une tells Bt £
fini=calf) = E]‘Il— _: fie)e="nt gg.

Expression des coefficients de Fourier sous forme de cosinus
et de minms.

Définition de la série de Fourier de f : c'est la série de

fonctions dont le terme de rang 0 est co(f) et dont le terme

de rang n est, pour n > 0, c_.(f) e ™™ 4 o, (f)e™, Pour

tout entier naturel p, la somme partielle de rang p est done :
P

Splfiz) = 3 calf)ei,

LE T

L'application F qui & f sssocie f est lindaire. La suite f
A 1 f"
est bornée et |l < o f (0] dt.
-

Dvifinition d'une fonction 2r-périodigue con-
tloue par morcesnx [ & partir d'vee fonction
g contioue par morcenux sur un segment de

longueur 2.

Coefficients de Fourier de f; cas d'une fonc-
thon & valeurs réelles. Coefficients de Fourber
de t = f{—1); cas d'une fonction palre, d'une
fonction impaire. Effet d'une translation : co-
efficients de Fourier de ¢ — f{t + a).

Lorsque qu'en un point z de R les sommes
partialles S,(f) convergent, ln série de Fourier
est convergents au point r et la somme de la
périe de Fourier en o est alors ln limite des
sommes 5,( f)(x).



Coefficients de Fourier d'une dérivee ; & [ est 2r-périodigue
continue sur R et de classe ' par morceaux sur R, alors
cn(Df) =ineq(f).

Extension au cas ot [ est de classe 0%~ sur R et de classe
i par morcesx sur .

b} Convergence en moyvenne gquadratigue.

Dans ce paragraphe, on considére des fonetions 27-périodigues continues sur R, Il convient d’effectuer une bréve
extension au cas des fonctions continues par morceanx ; les démonstrations concernant catte extension ne sont

jpas exigibles des étudiants,

Produit sealaire (£,9) ~ (flg) = 5= [ F(®)olt)dt sur
|'espace vectoriel Cs; des fonctions Z-x—pﬁrii_:laimlu continues
sur R ; norme associte [ — || f]a.

La projection orthogonale d un éément f de Cay sur le sous-
espace vectoriel P, engendré par les ey, ol |n| £ p, est la
somme partielle Sg(f).

Relation .
A1 = (BSp ()2} + 4 (1, 7).

Convergence en moyenne quadratique : pour tout éément f
de Coe, les sommes partielles Sy(f) convergent en moyenne
quadratique vers f. :
L'application lindaire § — f est infective.

c) Convergence ponctuelle
Convergence normale ; borsque [ est 3r-périodigue contine
sur R et de classe ' par morceaux sur R, les sommes

B
Z [{en(f} sont majorées. Dans ces conditions, la série
n=—p

de Fourier de [ converge normalemant vers f sur R.

Théorbme de Dirichlet : solt f une fonction 2x-périodique
de classe O par moreeanx sur R, alors pour tout nombre
réel x, la série de Fourier de [ converge en ¢8 point ot sa

somine est égale & 12 ﬁmﬂ h)+ f{z — b)),
=0

En particulier, en tout point T of f est continue, la somme
de la sérle de Fourler de [ est égale & f(z).
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Si f est 2m-périodique de classe C*' sur R ot
de classe (" par morceaux sur R, alors o (f)
est négligeable devant [n|™* au volsinage de
I'infind.

Les fonctions £ — eq(t) = ¢™, oil n parcourt
Z, forment upe famille orthonormals et, pour
tout 1, cn(f) = (ealf).

En particalier, |'application qui & tout élémont
P de Py associe || f— Pz attelnt son minimum
en un point of un seul, & savoir S,(f).

Formule de Parseval : expressions du carné de
la norme ot do produit scalaire & l'aide des
coefficients de Fourler,

En particulier, pour tout nombre réel x, la
sérle de Fourler de f converge en ce point, et
=& somme est égale & Fix).

La démonstration du théorame de Dirichlet
n'est pas exigible dea étudiants.
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IV. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

L'objectifl de cette partie est d'étudier les systémes différentiels lindaires & coefficients constants et les dquations
diffirentilles lindaires scalaires d'ondre un ou deux, aveoc une atfention towte particulitre aux systémes
autonomes. Cetie dtude doit étre accompagnie d interprétations géométriques et de représentations graphicues.
I1 convient de relier cette dude 4 Penselgnement des autres disciplines sciontifiques (systdmes mécaniques o
dlactriques gouvernés par une foi d dolution ef une condition inftiale, traftement du signal), I convient o dudier
le comportement du signal de sortie associé & différents types de signaux d'entrée et de dégager la signification
de certains paramétres ou comporiements : stabilité, régime permanent, ascillation, amortissement, fréquences
propres, résonance, On peut alors étre amené A &tendre la notion de solution (fonetion C' ou C* par morceax).

I eonvient aussi de valoriser 1'utilisation des équations ou systémes difffrentiels dans la résalution de problémes
de nature glométrique ou clodmatique,
1- E‘qﬂnﬂmﬂ différentielles lindaires

a) Systémes linéaires & coefficients constants

Définition d'une solution sur un intervalle J de P'équation
différentislle X* = AX ot A est une matrice réelle ou

complexe.
Existence ot unicité de la solution sur [ du probléme de  La démonstration de co résultat est hors pro-

E Pratique de la résolution de "Squation X" = A X, ol A est
une matrice & éléments réels ou complexes (par réduction

de A & une forme diagonale ou triangulaire).
b) Equations linéaires scalaires d*ordre 1 ou 2
Equation alt)z’ + btz = e(t) obh a, b et ¢ sont continues  Structure de 'espace des solutions lorsque a
gur I & valeurs réelles ou complexes, ne 8'anpule pas gur 1.
Etude, sur des exemples, du raccordement de solutions en
un paint ob o &"'anoule.
Equation a(t) 2" + b(t) 2’ + c(t) = = d{t) o a, b, c et d sont
contines sur [ & valeurs réelles ou complexes,
Lorsque a ne s'annule pas sur I, existence et unicité de la  La démoostration de e résultat est hors pro-
solution sur { du probléme de Cruchy. Eramme.
Structure de 'espace des solutions de 'équation homogine, Expression des solutions dans le cas oi oo
svstines fondamentaux de solutions, wronskien. Applice-  connait une solution de 'équation homogine

tion & la résnlution de 'équation poar lo méthode do varia-  associée ne s'annulant pas sur I,
tion des constantes,

2- MNotions sur les équations différentielles non lindnires

En cehors du cas des dquations 4 varinhlos séparables, tout exercice d'intégration d'une équation différentiolle
non lindaire on d’un systéme antonome devea eamporter indieatfon o une méhode,

Equations différentlelles & variables sitparables ; cas parti-  On illustrera la notion de courbe [ntégrale.
culier des dquations incomplétes.

Dréfinition d'un systéme autonome de deux équations diffé-  Courbe intégrale d'un chemp de vectours.
rentielles du premier ordre ;

dr

F =plz,y)

dy

et
et de ses trajectoires, dans le cas ol ¢ et o sont de classe
€' sur un ouvert 02 de R

=¥iz,p)
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La démonstration de ce thoortme esi hors
programime.

Existence ot unicité d'une solution maximale du problime
de Canchy.

§ Algorithme de recherche de solutions approchées d'une
équation différentielle scalaire d'ordre 1 ou d'un systéme
autonome de deux équations dordre 1 par la méthode
d'Euler.

§ Exemples de constroction de courbes intégrales d'une
équation diférentielle, de trajectoires d'un eystéme au-
tonome de deux équations différentielles d'ordre 1.

On se limitera & des exemples simples, princ-
palement issus de la phyeique oo des sciences
industrielles,

V. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES

L'objectil de cette partie est modeste : consolider les acqufs de premitre annde (calcul différentiel portant sur
los fonctions numedrigues de deux variables réelles) ; dtendre bridvomont ces notions s applications de classe
! définies sur un ouvert de R® & waleurs dans R®, ol p£3 et n g

1- Calcul différentiel

L'ohjectil essentiel est d¥udier quelques notions de base : dérvée selon un vecteur, dérivies partielles,
applications de classe ', différentielle, difdomorphismes, gradient, points critiques, dérivées particlles d'ordre
supérieur. En revanche, la notion de fonction différentiable est bors programme,

Les applications f considérées dans ce chapitre sont définies sur un auvert U7 de R® & valeurs dans R, 0l p < 3
et ngd

Pour I'étude d'une fonction f de plusieurs vardables, {l convient de mettre en valeur le fait que la plupart des
problémes peuvent se ramener au probléme cormespondant pour une fooction d'une varjable en paramétrant le
segment [a, a-+h], ce qui permet d'écrire f(a-+h)— f(a) = p(1)¢r(0) od, pour tout ¢ € [0, 1], p(t) = f{a+th).

a) Applications de classe &'

Définition de la dérivée de f en un point a de [V selon un
veoteur h, natée Dy fla). Définitlon des dérivées partielles,

notées [; fla) on %{n].

Diéfinition des fonctions de classe ' (ou continfiment
différentinbles) sur I7 : les dérivées partielles D f sont con-
tinuwes sur {f,

Théoréme fondamental : si f est de classe £ gur I, alors
f est continue sur U7 et admet, en tout point de 7, une
dérivde selon tout vecteur h donnde par :

F
Dufla) =3 hyD;f(a).

i=1
Pour une application de classe ', matrice jacobienne ;
lorsgue n = p, jacobien. 3i f et g sont deux applications de
classe O, leur composée go f P'est aossi ; diffidomorphismes
de classe (', Opérations algébriques sur les applications de
classe £,
Caractérisation d'une application de classe C' sur U &
valeurs dans R™ par ses coordonnées,

Dérlvée d'une fonction composée de la forme f o p, ob
est une fonction de classe ©' sur un intervalle [ et & valeurs
dans [V,

Caractérisation des difffomorphismes parml les applica-
tions injectives de elasse 7.

Il existe un nombee réel & > 0 tel que, pour
tout élément ¢ £ [—& 6], a + th appartienns &
Ir. 8l o est dérivable & Porlgine, on dit que
S admet une décbvde au point a de [V selon le
vectaur h, et 'on pose Dy f{a) = i} (0).

La démonstration de ce résultat n'est pas exi-
gible des étudiants.

En particulier, 'application & — Dy fla) est
une application linfalre, appebts différentiells
de f ad point @ et notée df(a).

Matrice jacobienne d'une application com-
posée ou d'une application réciproque.

Les coordonndes des dérivées partielles sont les

Loreque f est un difffomorphisme, I"image
Fi) d'une eourbe paramétrée T régulibre
cst une courbe réguliére ; détermination d'une
tangente & ().

La démonstration de ce résultat est hors pro-

ETRmMmE.
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b) Fonetions numériques de classe C*
Algibre C'(U7) des fonctions de classe C' sur UV,

Dans lespace cuclidien R”, le gradient de f est défini par  Coordonnées du gradient.
df(a) (k) = Daf(a) = (geadf(a) | A).

Point critique d'une fonction numérique de classe ¢ :
condition nécessaire d'existence d'un extrémum local,

c) Dérivées partielles d'ordre supérleur
Théaréme de Schwarz pour une fonction de classe % sur /' La démonstration du théoréme de Schware est
{avec k 2 2). hors programme,
Algihre C*(17) des fonctions de classe C* sur 7,

d) Equations aux dérivées partielles
Etude d'exemples simples d'équations aux dérivées par-  On exploitern en particulier les techniques de
tielles premiéres ou secondes. changement de variables.

2- Caleul intégral

Les notions introduites dans ce paragraphe sont étudides en voe de leor utilization en sciences physiques (caleul
o 'alres et de volumes, recherche d'éléments d'inertie d 'un solide). Tout développement thédorique est exclu. Tous
les résultats sont admis, Aucune connalssance sur les intégrales triples n'sst exigible en mathématiques,

Intégrales doubles et triples : caleul par intégrations sue- Cas particulier des passages en coordonnées

cessives, par changement de variables. polaires, cylindriques ou sphériques,
Intégrale sur um arc, circulation, formule de Green- Exemples d'applications du caleul intégral &
Rimmanmn. ihes problémes issus des sclences plysiques.

Alre d'un morceau de surface.

Valume d'un solide.

VI. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

L'objectifl de cette partie est triple :

- Consalider 'diude des courbes planes abordée en classe de premiére annde, tant du point de voe affine (étode
locale et asymptotique) gue métrique {abscisse corviligne, repére de Fremet, courbure). Aucune connaissance sur
Iexpresaion de la enurbure en coordonndes cardsfennes of en coordonnédes polaires n'est exigible dea dtodiants,
- Exploiter les résuliats obtenus sur bes fonctions & velears wectorielles pour ['dtude cindmatique ef géomdirigue
des courbes de 'espace. Le repére de Frenet, Is courbure et la forsion sont hors programme ; i en est de méme
pour In cinématique du solide, dans Ie plan ou dans l'sspace,

- Exploiter les résultats obtenus sur les fonctions de deux ou trois varisbles pour la définition et 'étude des

surfaces et utiliser les technigues lides aux éguations et svstémes différentiels 4 I'dtude des courbes tracdes sur
une surface.

1- Courbes du plan et de |'espace

La démarche du programme est de partir du point de vue cinématique (donnde d'un paramdtrage ) ot dintroduine
ensuite In notion de propriété péométrique en étudiant Vaffet d'un changement de param#trages.
Danz ce chapltre, on considére des fonctions f & valears dans un espsce vectorfel normeé F de dimension inférienns
ou dgale & 3, de classe C* sur un intervalle I, ol 1 £ k < oc.

a)} Courbes paramétrées
Courbes paramétrées (on arcs paramétrds) de classe C*. Interprétation cinématique : mouvement,

vitesse, acoélération,

Effet d'un changement de paraméirage, paramétrage ad- Les changements de paramftrage sont sup-
missible. Trajectolre d'un mouvement, orientation. Point  posés de classe (* ainsi que leurs applications
régulier. réciprogues.



b) Etude locale d'un are orienté I' de classe C*

Diéfinition de la tangente en un point A de T, Existencs
d'une tangente en un point régulier,

Dinng e cas d'une courbe plane, cas d'un peint A od ["un
an moins des vecteurs dérivés successifs est non nul,

¢) Etude métrique d'un are orfenté
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L'étude locale en un point ol tous bes vecteurs
dérivés suecessifs sont nula est hors  poo-

EFRITLTE,

Dans ce paragraphe, on suppose que F sst un espace vectorial euclidien,
Pour un are orienté [ réguller, vecteur unitaire de la  La longueor d'un arc est défiple & 'aide

tangente. Définition d'une abscisse curviligne : fonction s
de classe &' sor T telle que

= ks
L'abaclsse curviligne est un paramétrage admbssible,
Paraméirage normal d'un are.

i Exemples d'étude de courbes paramétrées du plan ou de
I'espace et d'emplol de paramétrages d'ensembles du plan
on de V'espace définis par des conditions géométrigues,
Exemples d'smplol dune base orthonormale mobile pour le
ealenl de la dérivée d'une fonction vectorielle.

Exemples d'étude de propriétés métriques de courbes planes
(longuour d'un are, repire de Frenet, courbure),

de 'abscisse curvillgne. Avcune connnlssance
spécifique sur une définition géométrique de
cotbe longuenr n'est exigible des étudiants,

A travers l'ensemble du programme d'analyse,
il convient d'exploiter le langage de la
Aucun énoneé général sur ln dérbation d'une
base orthonormade mobile n'est exigible dea
étudiants.

2- Courhes et surfaces

Dans ov paragraphe, les courbes ot les surfaces sont définies par paramétrages ou par équations cartésiennes.
Avcune difficulté ne pent Sire soulevée sur ['dquivalence de ces définitions,
Toutes les formes utikes (pour traiter oo paragraphe) du théoréme des fonctions implicites sont admises,

a) Plan tangent & une surface
Ex un point régulier d'une surface, plan tangent, normale.
Tangente & |'intersection de deux surfaces en un point oo
les plans tangents sont distinets,

b} Burfaces usualles
Deacription des cylindres (géndratrices, sectlons droltes),
des chnes (sommet, génératrices), des surfaces de révalution
(nxe, mérldienme, paralliles), Plans tangents aux surfaces
précédentas.

Exemples de description de quadriques & partir de leors
équations réduites en repére orthonormal.

§ Recherche, sur des eccemples, die contonrs apparents cylin-
driques et conlques.

Exemples de péndration de surfaces, de rechesche de para-
mvétrages ou de mise en équation dans un repére adéquat.
Exemples d'étude de familles de sections planes d"une sur-
fmce.

§ Exemples de représentation d'une surface & Uaide de
familles de courbes tracéss sur la surface.





