%OGRAMMES DES CPGE

4.B.O.
1396 /"

29 AVRIL
2004
HORS-SERIE

Annexe |

CLASSE DE DEUXIEME ANNEE MP

OBJECTIFS DE FORMATION ET PROGRAMME DE MATHEMATIQUES

1 OBJECTIFS DE FORMATION

1} Ohjectifs généraux de la formation

Dans la filisre Mathématiques of Physique, les mathématiques constituent conjointement une discipline
sclentifique & part entiére, développant des concepts, des résultats, des méthodes et une démarche spécifiques,
et une discipline fournissant des connalssances et des méthodes nécessaires & la physique, & Uinformatique, & In
chimie et wux sclences industrielles.

La réflexion sur les concepts ot les méthodes, la pratique du raisonnement et de la démearche mathématique
eonstituent un ohjectif majeur. Les dtudiants doivent connaitre les définitions, les dnoneds et les démonstrations
des théorémes Agurant sy programme, savolr analyser |a portée des hypothéses et des résultats, et savolr
mohiliser lours connaissances pour ['étude de problémes. En revanche, certains résultats puissants, mais dont I
démonstration est hors de portde an nivean des classes préparatoires, sont admis,

a) Ohjoctifs de Ia formation

La fonmation est congue en fonction de quakre oblectifs essenticls.

- Développer conjolntement intuition, 'magluation, ke raisonpement ot la rigueur,

- Promouvoir la réttesdion personnells dea dtudiants sur les problémes ot les phénoménes mathématiques, sur ln
poride des concepts, des hypothises, des réaultats et des méthodes, an moyen d'exemples o4 de contre-exemples ;
développer ainsi une attitude de questionnement et de recherche,

- Exploiber towte In rfichesse de [a démarche mathématique : analyser un probléme, expérimenter sur des coemples,
formuler une conjecture, dlabarer ot mettre en cuvre des concepts et des résultats théarigues, rédiger une solution
rigoureuss, controber les résultats obtenus et évaluer ln pertinence des concepts of des résultats an regard du
problime posé, sont des déments indissociables de cette démarche ; valoriser ainsi 'interaction entre d'une part
l'étude de phénoménses et de problémes mathémabigues, et d'autre part "élaboration et la mise en ceuvre des
concepis théoriques, les phases d'abstraction et de mise en théorie Interagissant done constamment avec celles
de prssage aux exemples et aux applications.

- Privilégier les problémes mathématiques susceptibles de développer la réflexion personmelle des étudiants et
lee capacités de pynthése. En particulier, on ne sawrait en apeun cas se limiter 4 'étude de problimes doat les
fnoncds sont formes et d'exercices mettant en euvre des techniques hien répertorides. 11 est néoessaire d’entrainer
les Etudiants & se poser oux-nvémes des questions, o'est-d-dire & prendre en compte une problématigue
mathématique ; Peffort de synthise doit constitoer 'aboutizsement de cette démarche. Les travaux d'initlative
persormelle encadrés (TIPE) permettent de renforcer cotbe attitude, essentlelle pour la formation scientifigue,
laquelle est par nature d'abord un questionnement.

b} Unité de la formation sclentifique

Il est important de mettre on valeur V'interaction entre les différentes parties du programme d'une méme
discipline, tant au nivesu du cours que des thémes des travawe proposts aux dtudiants, Plea largement,
enseignement d"une diselpline scientifique est & relier A celui des autres disciplines sous deux aspects principa :
organisation concertée des activités d'enseignement d'une méme classe ; &tuds de questions mettant en auvee
des interactions entre les champs de connaissances (mathématiques et physique, mathématiques et informatique,
mathématiques et sciences induostrielles. . ),

La coopération des enseignants d'une méme classe ou d'une méme discipline et, plus largement, celle de
Uensemble des enseignants d'un cursus donnd, y contribus de fagon efficace, polamment dans le cadre des
teavanx dlinitiative personnelle encadrds,

Il importe aussi que le conteni eulturel des mathématiques e solt pas sacrifié an profit de la seale technicité.
En particulier, les textes et les références historiques permettent d'analyser |'interaction entre les problimes
mathématiques et la construction des concepts, mettent en évidence le rile central jous par le questicnnement
scientifique pour le développement théorlque et montrent en outre que les seiences, et les mathématiques en
partionlier, sont #n perpétuelle dvolutlon et que le dogmatleme n'sst pas la référence en la matibre,
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2) Architecture et contenus des programmes

a) Intentions majseres
Les contenus sont organisés autour de trobs intentions majeures.

- Orgoniser les programmes antour de quelques notions essentielles, en dégageant les idées majeures et leur
portée, en fournissant des outils puissants et efficaces, en évitant toute technlclté gratuite, et en écartant Jes
notions qul ne pourraient #tre traitées que de Bgon superficielle.

- Donner un role trés important & la résolution de problémes et d'exercices d'application, en particulier
en mettant en cuvre 'outil informatique. Le but est d'indiquet le champ des problémes et phénoménes
mathématiques & étudier en relation avec les concepts figurant au programme et de préciser les méthodes et les
techniques uswelles exigibles des étudiants. En revanche, ces études de problimes et d'exercices ne doivent pas
conduire & des dépassements de programme prennnt la forme d'une anthologie d'exemples dont la connaissance
enrait exiglble des étudinnts.

- Retaliser wn équilibre glohal entre I"algébre, 'analyse ot la géométrie. Tl va de sod, d'ailleurs, que cette séparation
traditbopnelle n'est qu'une commodité de rédaction et ne doit pas faire oublier les interactions nombreuses et
étroites entre ces trois grands domaines des mathématiqoes. Dans cette intention, les programmes sont prisentiés
selon deus grandes parties ; analyse et ghométrie différentlelle, algbbre ot glométrie, mais In plan du programme
n'est pas un plan de cours,

C'est, em fonction des objectifs précédents que les programmes sont congus et que 'horaire hebdomadalre doit
etre gérd. Dang les classes MPST st MP, il est de 12 heures (10 heures de cours et 2 heures de travaux dirigés).
Pour valoriser les concepts essenticls et les principales méthodes (comprenant les exemphes e contre-exemples
qui illustrent leur portée et lears conditions de validité), il convient de consacrer & beur étude environ an plus 2
heures de cours. Le temps restant est & congacrer 4 Iétude de problimes mathématiques de difficulté variée ; &
cot égard, toute technicité gratuite est & éviter,

b} Secteur de Panalyse et de ses interventions

Dans e sectenr, le propramme est organisd autour des concepts fondamentanx de fonction, qui permet de
modéliser e comportement des phénoménes continus, et de suite (ou de série), qui permet de modéliser le
comportomaont des phénomdnes discrets, Les interpctions entre le contiou ot be discret sont mises en valeur,
notamment en seconde anme.

Le programme d'analyse combipe Pétude des problimes qualitatifa avec celle des problimes quantitatifs ;
i développe conjointement 'étude du comportement global des suites et des fonctions avec colle de leur
comportement local ou ssymptotique. Pour Pétude des solutions des équations, il combine les problimes
d'existence et d'unicité, les méthodes de calenl exact, les méthodes d'approximation et les algorithmes de mise
en ceuvre. Pour ['ensemble de 'analyse, il met 'accent sur les techniques de majoration.

En premlése annde, |a maitrise du caleul différentlel et intégral & une variable et de ses interventlons en géométric
difféirentielle plane constitue un ohjectil essentiel.

En seconde année, le programme introduit le concept d'espace vectoriel normé et d'application linéalre continue,
afin de fournir un cadre cobérent pour étude des suites, des séries et des fonctions et celle des suites et des siries
de fonctions. L'intégration, la représentation des fonctions, notamment par des séries (séries entiibres, séries de
Fourier) ot par des intégrales dépendant d®un paramétre, lapproximation des fonctions, 1'étude des équations
différenticlles (notamment des systémes |indaires), P'étude des fonctions de plusleurs varishles (en interaction
étroite avec la glométrie difffrentielle) tiennent une place majoure.

¢} Secteur de algthre et de ses interventions

Dans ce secteur, le programme est organisé antour des concepts fondamentaux de Ialgbbre lindaire (points de
voe geométrique et matriciel), tandis que I'étude systématique des anneaux et des corps en a 666 écartée, 11
met en couvro les méthodes de Palghbre linéaire pour la résolution de problimes fssus, non seulement des autres
soctours de 'algbbre, mais aussi de lanalyse et de la gométrie. Il met en valeur I'importance du concept de
groupe pour bes méthodes de la géométrie,

En premiére année, o programme d'algébre et géométrie combine 'étude de 'algébre linéaire {espaces vectarials,
applications lindaires, algibres, dimension, rang, caleul matriciel, espnees vectorlels euclidiens, antomarphismes
orthogonaux) et de ses interventions en algibre, en analyse et en géométrie affine et suclidienne ; il COmporte
en outre |'étude de 'arithmétique éémentaire et des polyndmes & une indéterminge.

En seconde annde, le programme développe de nouveaux concepts (dualitd, polyndmes d'endomorphismes,
valeurs propres et sous-espaces propres, réduction des endomorphismes d'un espace vectoriel et des
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endomorphismes symétriques d'un espace vectoriel euclidlen, réduction des matrices). T comporte en outre
quelques compléments d'algkbre générale (arlthmétique, polyndmes).

d) Secteur de la géomdtrie et de ses interventions

Une vision géométrique des problémes imprégne I'ensemble du programime demn.duhmuquy car les méthodes de
la ghométrie ot les apports de son langage (figures, représentations graphiques, interprétations géométriques. ..}
Jouent un rile capital en algébre, en analyse et dans lewrs domaines d'intervention.

#) Artfeulation avec ln physlque, la chimie ot les scdences industrielles

En relation étroite avee les concopts propres & la physiquee, & la chimle et aux sciences industrialles, le programme
vilorise les interprétations des concepts de analyse, de Palgibre lindaire ot de la glométrie en termes e
paramétres modélisant ['état et 'évolution de systémes mécaniques, physiques ou chimiques (mouvement, vitesse
ot accélération, trajectoires et lgnes de nivesn, signaux continus ou discrets, mesure des grandeurs mécanlques
ou physiques. . ). Ces interprétations, avec les interpriétations graphiques et géométrigues, viennent en retonr
éclairer les concepts fondamentaux de I'nnalyse et da Ualgibee Unéalre.

3) Conception et organisation de la formation

a) Organisation du travail de la clusse

Il convient de centrer enseignement autour de Pétude de phénomines st de problémes mathématiqnes. En
particulier, Ll est essentiel que Iapprofondissement théorique ne soit coupd nl des problématiques qui le sous—
tendent, ni des secteurs d'intervention qui le mettent en jew. Deux objectifs essentlels sont & poursuivre ;

- Promowvoir |'acquisition de méthodes et entrainer les étudiants & exploiter toute ln richesse de la démarche
mathématique ; la classe est done un lieu de découverte et d'exploitation de problématiques, un lisn d’analyse
des phénoménes et des concepts, un [eu de réfedon et de débats sur 'architecture des contenus, les démarches
sulvies, les hypothéses d"un théorime, ln portée des concepts mis sn jeu et des résultats obtenus, Elle est aussl un
liew d'élaboration de synthises ayant, pour triple objectif de dégager clairement les ldées et méthodes essantinlles,
de préciser leur portée pour la résolution de problémes et, inversement, d'identifier les principales méthodes doot
ou dispose pour ftudler un type donné de probléme, Dans cette perspective, les enscignements combinent I
formulation ¢t 'analyse de problémes, "&laboration de concepts, la présentation, la démonstration et la mise en
muvre de résultats, ainsd que la mise en valeur de méthodes.

- Développer les capacités de communieation. La pertinence des indications écrites et arales données par be
professeur ot |a qualité de structuration des dchanges jouent ici un réle essentiel - qualités d'écoute et d*expression
orale (formulstion d'une question, d'une réponse, d'une idée...), qualités de lecture of dexpression écrite
(maitrise du tablean, prise de notes, analyse d'un énonoé, mise au point de la rédaction d'un énoncd ou d'un
raisonnement. . ). La communication utilise des moyens diversifiés : non sealement le tableau, dont la maitrise
est un élément important, mais aussi lo rétroprojecteur, I'ordinateur connecté b un videoprojecteur,

b) Organisation dn travail personoel des étudinnts

Les travaux effectués en dehors du temps d'enseignement, & la maison ou an lycée, ant une importance eapitale ;
leurs fonetions sont diversifides

- L'étude du cours joue un rile central. Son objectif est triple ; connaitre les concepis et les résultats essentiels,
acquérir la maitrise des méthodes d'étude des problémes, savoir analyser Ia portée des hypothises et des nsultats,
les démarches ot les technlques de ralsonnement mises en jon dans les démonstrations, L'étude du cours est done
indisseciable de celle des problimes.

- La résolution d'exercices d’entrainement, combinée avec Pétude du cours, a pour fonction d'affermir les
connaissances de base des étudiants ot d'dévaluer leur capacité & les mettre en ceuvee sur des exemples simples,
La résolutlon de tels extercices n'est done pas un objectif en sol, of tout excks de technlelté dolt tee dvitd, La
maltrise de ce type de questions est une exigence valable pour I'ensemble des étodiants.

= L'étude de questions plus complexes, sous forme de préparation d'activités en classe ou de problémes 4 résoudre
et & rédiger, alimente le travall de recherche, individuel ou en équipe, et permet anx étudiants d'évaluer leur
capacité & mobiliser leurs connalssances de fagon coordonnée. Au sein d'une méme classe, les thémes d'étude
peuvent itre diversififs en fonction du projet de formation des étudinnts.

= Les travaux individuels de rédaction en tempe libre {solution d'un probléme, mise au point d'exercices dtudids
en classe, rapport de synthise sur un théme d'étude, analyse critique d'un texte. . ,) visent essentiellement &
développer les capecités d'expression écrite et de mise an point d'un raisonnement. La gualité de la rédactinn
et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements, constituent des ohjectifs trés importants. Ces

travanx de rédaction doivent done étre fréquents, mals leur longueur doit rester ralsonnable. Leur contenu et
étre diversifié en fonction du projet de formation des dtudiants.
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- La recherche et Vexploitation (Individuelle ou en équipe) de documents scientifiques contribue au
développement des capacités d'autonomie. Elle permet aussi de développer ['ouverture d'esprit, grice & la
prise de connaissance de polnts de vue diversifiés sur une méme question, et les capacités d'analyse et de
synthése, grice 4 une étude comparée de ces points de vue. Elle permet enfin anx étudiants d'approfondir leurs
connaisspnees en complément des trovaux mends en classe ou en fonction de leurs centres d'intérét et de lear
projet de formation.

- La préparation et la mise en ceuvre d'exposés vise & développer les capacités d'organisation de la pensée et les
qualités d'expression orale.

) Los dpreuves écrites en temps limité

~ En premiére année, ces épreuves doivent étre de taille raisonnable et de difficulté progressive, afin de ne
pas décournger les Studiants et de leur permettre de rédiger clairement une solution ;

— en seconde annde, leur longueur doit étre augmentée, pour permettre un préparation efficace aux épreuves
forites des concours.
Les connaissances exigibles dans ces épreuves ne doivent en avcun cas dépasser celles qui figurent au programme ;
si d’antres connaissances gont A mettre en euvre, tontes les indications utiles dolvent étre fournies aux &udiants.
Quand il s'agit d*épreuves de concours de longueur importante, le baréme doit en tenir compte.

d) Evaluation et notation des dtudiants

La communication des objectifs & atteindre et 1a mise en ceuvre de formes diversifies d'évaluation peuvent aider
de manibre efficace les étudiants & progresser, i se situer et & affiner un choix d'orientation.

La pertinence du calibrage de la notstion constitue un objectifl Important ; co calibrage dolt étre établi en
relation avee les performances attendues des ftudinnts des classes de premibbre année en début de seconde annde
o cielles attendues des ftudinnts de seconde annde dans les épreuves de concours, Il convient d'éviter tant [a
surnotation, géndratrice d'illusion, que la sousnotation, génératrice de découragement,

e) Interprétation et délimitation des programmes

Pour chacune des elasses, les connaissances st lea capacités exigibles des étudiants sont indiquies avec précision,
de fagon & combattre 'inflation théorique autant que 'excés de technicité, 11 importe de souligner la nécessité
impériense de respecter les limites du programme, tant au nivean de |'enseignement qu'i celui des épreuves
d'évaluation. Un encyclopédisme relayd par la pratique du bachotage irait totalement & Pencontre du bt
recherché, qui tend & privilégier une formation de Pesprit scientifique fondée sur 'approfondissement dun noyau
limité de connaissances fondamentales. 11 importe que cot éiat d'esprit trouve sa traduction dans les sujets des
épreuves o évaluation.
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II PROGRAMME DES CLASSES MP ET MP*

AVERTISSEMENT

1) Organisation du texte des programmes

Ce texte est organisé en dewsx titres : analyse ot géométrie différentielle, algibre et gdométrie. Chacun de ces
titres comporte des parties [numérotées I, 11, ...}, clles-mémes subdivisées en chapitres {numérotés 1, 2, ...),
puls en paragraphes (repérds a, b, ...). Chacune des parties comparte :

- En téte de partie ou de chapltre, un bandeau définissant les objectils essentiels et délimitant le cadre général
d'étude des notions relatives & cette partie ou & ce chapltre.

- Pour chaque paragraphe, un texte présenté en deux colonnes; & gaonche sont fixdes les connaissances et lea
méthodes figurant an programme, & droite un commentaire indigue les exemples fondamentanx & connaitre et
lea méthodes i maitriser, précise le sens ou les limites & donner & certaines guestions, & repére le cas échéunt
l'interaction du sujet ftudié avec d'antres parties du programme.

2) Connaissances cb eapacités exigibles des étudiants

Le programme de mathématiques de la fillire Mathématiques et Physique comporte conjointement celni des
classes de seconde annde MP et MP*, fixé par le présent texte, et celul de la classe de premitre année MPSI.

Parmi les connabssances {(définitions, notations, énoneds, démonstrations, exemplos, contre-exemples, méthodes,
algorithmes, ..} et les capacités de mise en ceuvre de ces connpissances, le texte du programme délimite de
manigre précise trols catdgories.

a) Celles qui sont exigibles des étudiants : 1l s’agit de I'ensemble des points figurant dans la colonne de gauche des
différents paragraphes, des polnts qui sont repérés comme tels dans la colonne de droite on dans les bandenus,
Les démonstrations des résultats concernés sont exigibles des étudiants, sauf mention expresse du contraire.
Enfin, aucun développement ne doit étre donné aux notions figurant au programme lorsqu'elles sont uniquement
repéndes par la locution « définition de .. .5 ; seule cette définition est alors exigible des étudiants.

b) Ceiles qui relévent d’activités possibles ou soubaitables, mais qui ne sont pas exigibles des éudiants : 1| 8'agit
de tous les travaux dont 'énoncé commence par la locution #Exemples de ,..¢ et des polnts repérée dans les
bandeawx ou dans la colonne de droite par ln locution «auscune connaissance spécifique sur . . . n'est exigible des
étudinntss. Lorsqu'une épreuve d'évaluation fait intervenir de telles connaissances ou de telles capacités, toutes
le= indicatlons utiles doivent &tre fournies aux dtudiants,

En ce qui concerne les démonstrations des théorémes dont "énoncé figure au programme et qui sont repérds
dans la colonne de droite par Ia Jocution «la démonstration n'sst pas exigible des &tudiantss, le professeur peut,
suivant les cos, démontrer en détall le réaultat considéré, indiquer 1'idée de sa démonstration ou 'admettre.

e) Celles qui sont indiquées comme étant « hors programmes dans les bandeaux ou dans la colonne de droite.
Elles ne doivent pas étre traitées ot ne peuvent faire 'objet d'aucune épreuve d'évaluation.

En particuller, la locution 1la démonstration est hors programmen signifie qu'll est demandé d'sdmettre leo
résultat ; aucune ¢preuve d'évaluation ne peut comporter une telle démonstration,

Entin, lorsqu'une question est repérée dans les bandeanx par la locution «En voe de ['enseignement des autres
disciplines scientifiques, il convient . .. maks, en mathématiques, sucune connaissance sur ce point n'est exigible
des étudiants s, aucune épreuve d'évaluation en mathématiques ne peut porter sur cette question.

3) Différentiation de l'enseignement entre les classes MP ot MP*

Le programme de deuxiéme année est commun aux classes MP et MP*. En revanche, le nivean
d'approfondissement peut varier en tenant compte des objectifs de formation des élives.
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ACTIVITES ALGORITHMIQUES ET INFORMATIQUE

1- Intégration de 'outil Informatigue
&) La démarche algorithmique
En relation avee le programme d'informatique, I'ensemble du programme de mathématiques valorise |a démarche
algorithmicyee ; [l Intdgre ln construction et la mise en forme d'algorithmes. Les algorithmes associés aux
notions étudides dans le programme de mathématlques en font partie. En revanche, en mathématiques, aucuns
conbaissance sur la théorie des algorithmes, aucun résultat général sur leurs performances n'est exigible des
dtuidiants,
b) Le ealcul symbolique et formel, Emploi des caleulatrices.
Les étudiants doivent étre entrainds i 'utilisation en mathématiques d'un logiciel de caloul symbaolique et formel
pour la résolution de problémes, la formulation de conjectures, ou la représentation graphique de résultats.
L'utilisation de ce logiciel évite des calculs fastidieux, et permet ['étude de situstions compleces hors de portée des
techniques traditionnelles. [ls doivent pareillement savoir utiliser une calculatrice possédant des fonctionnalités
de cileul formel.

lle doivent également savoir utiliser une calculatrice programmable, dans les situations [lées au programme
de mathématiques. Cette utilisation permet notamment la mise en ceuvre d'une partie des algorithmes du
programme, i 'occasion des travaux pratiques de mathématiques.

Ils doivent savelr programmer une instruction séquenticlle, une instruction conditionnelle et une Instruction
Ivérative comportant éventuellement un test d'arrét,
2- Propositions d*activités algorithmiques

A titre d'illustration (les seules compétences exigibles des étudiants sont celles ci-dessus décrites) e professeur
pourra aborder certains des exemples indiqués ci-dessous, Tl a'agit d'exemples, qui ne constituent en aueun cas
une extension du programme,

a) Algabre générale, Arithmétique

Algarithme d'exponentiation raplde,
Algorithme d'Enclide.

b) Algébre lindaire
Résolution d'un systéme linéaire par ln méthode du pivot  Lissage par moindres carrds. Résolution de

de Gauss. syetimes lindaires sur-déterminés,
Calenl du déterminant d'une matrice par
factorisation L.
Inversion d'une mairice.

Résolution de systémes linéaires tri-diagonaux. Détermination d une fonction spline cubique.

Résolution approchée de certaines équations
aux dérivées partielles,
Détermination des 6léments propres dune matrice  Méthode de Jacobi.

svmétrique, Méthodes de tri-diagonalisation de Givens st
de Lanczas-Householder,
Détermination d'éléments propres pour des matrices de  Détermination des [réquences et modes da
grande dimension, Méthods de ls puissance itérds, vibration d'une structure,
c} Analvee
Approximation du point fixe d'une application scalaire par  Résolution d'équations numériques.
itdrathon, Méthode de Newton.
Approximation du polnt fixe d'one application vectorislle  Résolution de systémes d'équations numérigues.
par itération. Méthode de Newton,

Résolution approchée d'équations différentielles et de Cas de 'oscillatenr amorti,
systitmes d'équations différentielles du premier ordre.

3- Propositions d'utilisation du logiciel de caleul formel

En plus des points énumérés aux a) et b} ci-dessus, le logiciel de caleul formel pourra &tre utilisé en analyse, en
particulier dans les domaines snfvants :

HReprisentation des surfaces. Lignes do nivean.
Etude d'équations différentielles, Tracé des courbes lntégrales.
Approximation des fonctions. Séries de Fourier,
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

Le programume est organisé autour des concepts fondamentaux de algibre lindaire : espaces mmnah
applications lindaires, sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes directes, profecteurs | bases, dimension
et rang ; formes lindaires, formes bilinéaires syméiriques, formes quadratiques ; valeurs propres et SOUS-ESPAcES
propres d'un endomorphisme. Le programme met en ceuvre les méthodes de 'algéhre linéaire pour Ia résolution
de problimes [ssus, non sewlement des autres secteurs de 'algébre, mais sussi de 'analyse et de la géométrie,
1! comporte en outre guelgues compléments d ‘algébre et d’arithmétique : groupes cycliques, idésux de Nanneau
Z, anneau Z/nZ, idéaux de Mannean K[X].

La maitrise de I'algébre lindaire en dimension finie et, notamment, de I'articulation entre fe point de vue
géométrique (vecteurs et points) et le point de vue matriciel, constitue un objectil essentiel. Le programme
combine, de facon indissociable, l'étude des concepts de Palgibre lindaire avec celle des problimes lindaires
{inddpendance lindaire, équations lindaires, réduction des endomorphismes et des matrices, appraximation des
fimctions, propridtés affines et métriques des configurations et des transformations géométrigues. . .).

Le programme d 'algibre et géométrie compaorte la construction, lanalyse et l'emploi d'algorithmes numériques
{izsus de Parithmétique ou de Falgibre lindaire) ainsi gue 'empled du logiciel de calen] symbolique ef formel.

I. ALGEBRE GENERALE

1= Groupes
a) Groupes E/nl
Structure des sous-groupes de Z.

Relation de congruence modubo un cotier n = 0, notation  Tout autre exemple de groupe quotient est
g = b module n, Compatibilité avee addition; groupe  hors programme,

quotient ZinZ, morphisme canonlque de & sur Z/nZ.

Géndrateurs du groupe Z/nZ.

Etant donné un élément a d'un groupe G, morphisme Définition d'un groupe cyelique G (groupe fini
k += ka {ou k — a*) du groupe Z dans G; novau et image  admettant un générater a) ; somorphisme de
d'un tel morphisme, Le sous-groupe de G engendré paraest  Z/nZ sur G, ol n est l'ordre de G. Application
isomarphe b E si ce noyau est rédult & {0} ; 1 est isomorphe  au groupe Uy, des racines n-itmes de "unité.
b Z/nZ 5i ce noyau ast nZ.

b) Groupes

Il 8'agit d ‘introduire quelques notions de base sur les groupes et de les mettre en couvre sur les groupes figurant au
programme (groupe symétrique S,, groupe linéaire, groupe orthogonal et lours sous-groupes), en relation étroite
mvie nlgibre lindaire et la géomdtrie. 1! comvient notamment d'étudier des exemples simples de réalizations
gdomeétriques de groupess finis par des groupes disometries.
Diéfinition du prodult de deux groupes. L'¥tude géndrale des groupes, ninsi que cells
Diéfinition d'une parthe géndratrice d'un groupa. des groupes finls, est hors programme,
Omn dooners des exemples de parties péniéra-
trices issus de algébre ef de la plométrie.

2- Anneaux et corps
Les notions d'anneau quotient et d'annesu principal sont hors programme.
a) Idéauy d'un snnean commutatif
Dvfinition d'un morphisme d*anneanx, d'un isomorphisme.
Moyay et lmage d'un morphisme d’anneaux commutatifs,  Définition de Vidéal Axr {ow 2A) engendré par
Définition d'ua ldéal d'un sonean commutatif A. un éliment r de A.

Dans un anneau intégre A, définition de la relation de  Pour que r divise g, il faut et il suffit que
divisibilité x|y, Ay c Az
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b Idéaux de Z, annean Z/nZ
Structure des idéaux de Z. Application au théortme de
Bézout et au thioréme de Gauss.
Dans Mannean Z, compatibilité de la relation de congruence
modulo i avee o multiplication ; aanean Z /nZ, morphisme
canonigue de Z sur Z/n¥. Caractérisation des dléments
imversibles de I'annean Z /.
Indicatrice d"Enler,
Factorisation du morphisme de V'snneau £ dans un anneay
A, de noyau nZ.

c) Tdéaux de K[X|
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Caractérisation du PGCD et du FPCM de
deux entiers,

L'anneay Z/pZ est un corps 8l et sealement i
p est un nombre premier,

Um pourra donner des exemples d"applications
i la eryptographie.

Difinltion de la carnctéristique d'un corps.

Dans ce paragraphes, on suppose que le corps de base K est un sous-corps de C.
Les anneaux quotients de I'annean KX sont hors programme,

Structure dea idésux de K[X]. Application su théoréme de
Bézout et an théorbime de Ganss,

Caructérisation du PGCD et du PPCM de
deux palyndmes.

1. ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE AFFINE

Le programme est organisé autour de guatre objectifs.

1403

= Consolider les acquis de le classe de premigre année @ dude des concepts fondumentanx de Valgthre lodeine

{espaces vectarfels, sous-espeoes vectorfels, applications Nnéadres, sous-espaces veotorfels suppldmentaires ol

projectenrs, algbbees) | étude des concepts fondamentaux relatifs aux espaces vectoriels de dimension finie (bases,

dimension, rasg, déterminants, caleu! matriclel) et & la glométrie affine rdelle (sous-rspaces affines, baryveentres,
ications affines}),

- Etwdier de nouveanx concepis : somme directe de sous-espaces vectoriels, dualité, trace d'un endomorphisme,

dquivalenoe des matrless, formes bilindaires symdtriques, formes quadratiguees.

- Expilniter les résultats abtenus pour I'étude de problémes lindaires issus de 'nlgébre (dtude des systémes

linénires, des polyndmes, des algihres ; interpolation, équatinns aux différences finies) of de Panalyss (rdegmences

lindnires et dquations différentielles lindaires, en relation avec ['étude des systémes dynamiques Hodaires ).

= Maltriser les relations antre ls polnt de vue géomeétrigue (vectours ef applications lindaires, points et applications

alfines) et le point de vie matriciel.

I convient d'étudier conjointement I'algtbre lindaire ot In géoméicie afine of, dans les deux cas, d'illustrer Jos

nitions et les résultats par de nombrenses fgures,

Espaces vectoriels, applications linéaires

Les espaces vectorials considérds dans ee chapitre sont définis sur un corps K de caractéeistique 0. On ne
solévern pis de difficultd sur lextension & ces espaces vecloriels des résultats vus en premidne annde.
En MP*, on pourra donner des exemples do sitvations oii le corps est de caractéristique non nulle.

a) Bases, sommes directes

Diéfinition d'une combinaison linéalre de vecteurs ()27
d'un espace vectoriel E indexds par un ensemble I,
Définition d'une famille libre, d'une famille lide, d'une
fumille géuératrice, d'une base de E'; coordonnées (ou
composantes) d'un vecteur dans une hase,

Base canonique de V'espace vectoriel K[X].

Définition d'une application bilinéaire. Notion d'algbbre.
Algibre des fonctions polynomiales sur R™ ou C"; bhase
canonique de cette algibre,

Il s'agit d'une bréve extension des motions
limitées en premidre aonde au cas d'un
ensemble [ fini. Tout théorkme général
dexistence de bases ef de sous-cspuocs
supplémentaires en dimension quelcongue est
hors programme.
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Etant donnés un espace vectoriel E muni d'une base (e )i
et une famille {f;)izr de vecteurs d'un espace vectoriel F, 11
existe une application lindalre u de E dans F et une seuls
telle que ule; ) = fi.

Somme directe de sous-espaces vectariels @ définition de la
BOANLITG E.E. d'une famille Anke [E)izy de sous-cspaces
vectoriels d’on espace vectoriel E ; définition d"ane somme
dirnete @&F; dune telle famille. Cas des sous-esphees
weotoriels supplémentaires.

Lomsgue E est de dimension fnle of que s somme in
est directe,
dim & E = gdma;

Lorsque E = &K, alors, pour toute famille uy d'appplications

linéaires de E; dans un espace vectoriel F, il existe une
application linéalre u de E dans F ot une seule telle gue,
pour tout §, w; soit s restriction de u & E;,
Diéfinition d'une base d'un espace vectorlel B de dimension
finic adapide & un sous-espace wvectoriel F de E, & une
décomposition en somme directe E = @,

b) Image et noyau d'une application linéaire
Une application linfsire u de E dans F définit un
Isomaorphisme de tout sapplémentaire E' de Ker u sur Im u.

Etant dounés un sous-espace vectoriel E' de E et deux
sous-espaces supplémentaires Fy o Fy de E' dans E, le
projecteur de E sur Fy parallélement 4 E' définlt un
isamorphiame de Fy sur Fy,

Lorsque F' est de dimension finie, défnition du rang d"une
application lindasire u de E dans F. Alors Keru est de
codimension finke dans E et

rgiu) = dim Imu = codim Ker w.

Diéfinition de I'espace dunl E* d"un espace vectorisl E.

Etmdqu&umfmmelinéuimwwrﬂmnnnﬂurlumm-
espace vecterlel H = Ker @ est un hyperplan de £ ; toute
forme linéaire o oulle sur H est colinéaire i .

c) Dualité en dimension Anie

La donnée d'une famille de p vecteurs
{r1.73,...,%p) d'un K-espace vectoriel E dé-
termine une application lindaire u de K7 dans
E ; nryan et image de cette application ; carac-
térization de ln bijectivité, de l'injectivité &t de
In surjectivits de u.

Dans l'espace vectoriel KIX], le sous-espace
vectariel K[X] P constitué des multiples d'un
polynéme P de degréd n + | admet pour
supplémentaire le sous-espace vectoriel K, [X]
eonstitud des polyndmes de degre inférieur an
égal h n,

Alors, pour que E = &E,; il faut et il suffit
e
dimE = " dim E;.
L]

Famille (py) de projecteurs de E associée & une
décomposition E = @E; ; relations pf = my,

p.p;nﬂ!ij#iﬂ]s=2p..

Application & I'interpolation de Lagrange :
détermination des polynimes P pressnt des
valours données sur une fmille (ag, a,...,2,)
d'éiéments de K distinets deux & deux.

Définition d'un sons-espace wectoricl E' de
codimension finie dans E, d'un hyperplan.
Larsque E est de dimension finfe,

dim E' + codim E' = dim E.
Loraque £ est de dimension finie, relation
dim Imu + dim Ker u = dim E;

caractérisation des isomorphismes & PMadde du
rang. Invariance du rang par composition avee
un bsomorphisme,

Equations don hyperplan.

Immmtminhmﬂd&&ﬂmuwaphemtdtmmmﬂmﬂn}mhnmd‘m bidual est hors

programme.

Etant donné un vesteur e non nul d'un espace vectoriel E
de dimension finie n, il existe une forme lindaire » sur E
telle que (e} = 1.

Formes linfaires coordonnées (01,402, ...,4n) sssocides &
une base B = (gy,€9,...,85) de E. Les formes linéaires
coordonnées constituent une base H* de E*, appelés base
dunle de B. La dimension de E™ est dgale & n

Le vecteur nul est le seul vecteur de E sur
lequel toute forme lindaire s’annule.

Dans ces conditions, B et B* wicifient les

relations d'orthogonalité de Kronecker
wiley) =&

ot & =1sij=i et & =0 sinon.
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Etant donnée une base L de E*, axistence d'une base B de
E (base anté-duale) telle que L = B*,
8i F est un sous-espace wectoriel de E de dimension p,

I'ensemble des formes linéaires s'annulant sur F est un sous-
espace vectorlel de E* de dimension n — p.

d} Trace d'un endomorphisme
Trace d'une matrice carrde : lindarité de & teace, relations
TrAB = TrHA, TrPMP' = TrM. Trace d'un
endomorphisme d'un espace vectorie] de dimension finie
&) Caleul matriciel et systémes d'déquations lindalres

Définition des matrices équivalentes; caractérisation de
I"équivalence des matrices & P'alde du rang,

COpérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d"une
mittrice ; interprétation en termes de prodults matriciels.
Application & la recherche du rang d'une matrice, & I
réeolution des systimes linéaires, i ln recherche de |'imverse
d'une matrice carrée, au caleul des déterminants.
Application de la dualité & 'étude d'un systime d"équations
linfaires @{x) = b,

1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Cette partle eat onganisée autour de quatre ohjectifs ;
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Al ¢ —_ [?LIWFI-'1‘F"} el tine Eﬂmm! litire
de formes linéaires sur un espace vectoriel
E de dimension n, l'intersection des noysux
respectifs Hy des formes lindaires 5 est un
pous-espace vectoriel F de E de dimension
i — ¢. Toute forme linéaire s'anpulant sur F
et combinaison linéaire de 21,03, ... 9

Le rang d'un projecteur est dgal A sa trace.

Toute matrice M de rang r est équivalents 4
lnnmricle\fr={:r.;,j]l,ﬁﬁaﬁ=lai1{j =T
et oy j = 0 alnon,

Interprétation géomstrigue.

- Etudier les polyndmes d’un endomorphisme u et les sous-espaces stables par u.
. .E'tﬂ:fmr les valewrs propres et les sous-espaces propres d'un endomorphisme, en dimension finie ou non.

- Etudier les endomorphismes disgonalisables et les endomorphisimes

trigonalizables, en dimension fnfe

- Exploiter les risultats obtenns pour I'étude de problémes issus de U'algtbre, de Panalyse et de s giomdtrie.
En outre, le programme associe ftroltement le point de voe pdométrique et le point de vue matricie],

Dans cette partie, le corps de base K est R ou C,

1- Sous-espaces stables, polynimes d'un endomorphisme

a) Spus-espaces stahles
Définition d'un sous-espace vectoriel F stable par un
endomorphisme u d'un espace vectorisl E. Endomorphisme
de F Induit por w,

5i E est de dimension finle, caractérisation des endomoar-

phismes de E stabilisant un sous-espace vectoriel F' par
lour matrice dans une base de E adaptée 4 F.

Etant donné un espace vectoriel E de dimension finie et
une famille (E;, Ey, ..., E;) de sous-espaces vectoriels dont
E est somme directe, caractérization des endomorphismes
stabilisant les sous-espaces E; par leur matrice dans une
base de £ adaptée & cette décomposition, Déterminant d'un
tel endomorphisme, d'une matrice diagonale par blocs.

Etant donnée une base d'un espace vectorlel E de dimension
finte, caractérisation péométrique des endomorphismes doot
la matrice dans cette base est triangulaire supérieure.

8i les endomorphismes w et v commutent, Tm u
et Ker u sont stables par v.

WTt d'une matrice de la forme

a D

Etant donnée une base d'un espace vectorisl E
de dimension finie, caractérisation géométrique
des endomorphismes dont la matrice dans
cotte base est diagonale,

1405
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b} Polynomes d'un endomorphisme
La donnée d'un endomorphisme w de E définit un
morphisme P — Plu) de 'algtbre K[X] dans ["algtbee
L(E), Novau et image de ce morphisme. Idéal des
polynimes anmulateurs de w. En dimension finle, existence
du polyndme minimal de w

Théorime de décomposition des noyaux @ si P et ) sont
premiers entre sux, Ker PQ{u) = Ker Plu) @ Ker Q{u).

Four tout élément P de K[X], Im P(u) &t
Ker P{u) sont stables par u.

Extension au cas d'une famille finle de
polynimes premiers entre eux dewx & deux.

2- Réduction d'un endemorphisme
n) Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomorphisme

Droites stables par un endomorphisme o d'un K-espace
vectoriel E. Définition des valeurs propres, des vecteurs
propres (le wvecteur 0 n'est pas un wecteur propre),
des sous-espaces propres Ei(u) = Her(u — ML) dun
endomorphisme u de E.

5l les endomorphismes u ot o commutent, les sous-repaces
propres E){u) sont stables par v,

Toute famille de vecteurs propres assockés & des valeurs
propres distinetes deux & deux est libre.

Etant donnés un endomorphisme u de E et un dément P de
K[X], pour toute valeur propre A de n, P(}) est une valeur
propre de Plu). i Plu) = 0, alors toute valeur propre de
u est un #fro du polyndme P,

Valeurs propres et sous-espaces propres de |'endomorphisme
induit par u sur un sous-espace vectarkel stable.

En dimension finke, sutomorphisme u — ana™" de |'algébre
£(E) défini par un élément a du groupe linéaire GL(E).

La motion de waleur spectrale eat hors
PrOErAMIE,

En dimension finie, A &8t une valeur propre
duuui-et.aanlmtniu-ME n'est pas
inversible ; "ensemble des valeurs propres de
u est alors appeld spectre de u et notd Sp ().

La somme d'une famille finie de sous-
espuices propres associés & des valeurs propres
distinctes deux & deux est directe.

Eléments propres des homothéties, des
projocteurs, des afinités, des syméiries.

Relation entre les vabeurs propres (les sous-
espaces propres) de u et de aus ™!,

b) Valeurs propres, vecteurs propres d'une matrice carrée

Définition des valeurs propres, des sous-espaces propres, des
vecteurs propres et du spectre d'un éément M de M, (K).
Un élément M de M,(R) peut étre considéré comme
diémont de My(C); le spectre de M dans R est contenu
dans le spectre de M dans C.

Automorphisme M — PMP™' de l'algibre AL (K).

Lis éléments propres de M sont définis comme
étant ceux de lendomorphisme uw de K"
canoniguement associé d M.

Spectre de denx matrices semblables.

Définition des matrices ssmblables ; interprétation glométrique,

¢} Polynime caractéristique
Polynfme caractéristique d'une matrice, d’un endomor-
phisme u d'un espace vectoricl E de dimension Bnie. Ordre
de multiplicité d'une valeur propre.
Polyndme caractéristique de I'endomorphisme induit par «
sur un sous-espace vectoriel stable par u.
Lien entre l'ordre de multiplicité d'une valeur propre et la
dimansion du sons-espace propre associé,
Théoréme de Cayley-Hamilton.

Lorsque ce polyndme est scindé, expression
de ln trace et du déterminant en fonction des
valeurs propres,

Cas oil u stabilise une famille (Ey, By, ..., Ep)
de sous-espaces vectoriels dont E est somme
directe.

La démonstration de ce théoréme n'est pas
exigible des étudiants,
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d} Réduction d'un endomorphisme en dimension finie

Définition d'un endomorphisme u disgonalisable : 'espace
vectoriel E est somme (directe) des sous-espaces propres
Ej(u). Projecteurs ps, associés ; relation u =Y _ Apa.

A

Inversement, si £ est somme direete de sons-espaces vecto-
riels stables E; sur lesquels o induit une homothétie, alors
u ost diagonalizable.

Pour qu'un endomorphizsme u de E soit disgonalizable, il
faut et il suffit que la somme des dimensions des souns-
espices propres de u solt dgale 4 dim E.

Pour gqu'un endomorphisme u de £ soit diagonalisable, 1l

faut et il suffit qu'il annule uo polyndie scindé dont toutes

les racines sont simples.

Pour qu'un endomorphisme u de E soit diagonalisable, il

faut et il suffit qu'il annule le polynéme [ (X - A).
AESpu)

Déhnition d'un endomorphisme u trigonalisable : 11 existe

une base telle que la matrice assoclée b u dans cette base

soit triangulaire supérieure.

Pour qu'un endomorphisme o de E soit trigonalisable, il

Faut et il suffit qu'il annule un polynime scindé.

Définition d'une matrice carrée M disgonalisable, trigonali-
sable. Pour que M solt diagonalisable (resp. trigonalisable),
il faut et il soffit que M eoit semblable & une matrice
dingonale (resp. trinngulaire supérieura).
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Un endomorphisme u est dingonalisahle si
et seubement ='il existe une base formée de
vecteurs propres de w, ou encore a'll existe
une base dans laguelle la matrice de u est
diagonabe,

Tout endomorphisme dont le  polynime
caractérigtique eost scindé et a tontes ses
racines simples est diagonalisable, ot ses sous-
espaces propres sont de dimension 1.

8 w est diagonalisable, pour tout sous-
espace vectoriel F' de E stable par u,
I'endomorphisme de F induit par u 'est aussi,

Tout endomorphisme dont le  polynime
caractéristique est scindd est trigonalisable.

Aucune connaissance spécifique sur la notion
de sous-espace caractéristique n'est exigible
des étudiants, La réduction de Jordan est hors
Programme,

Lorsque M est diagonallsable, A s'éorit
sous la forme POP™', oit D est diagonale
et ol P désigne la matrice de passage de
la base canonigque de K™ & une base de
vecteurs propres de M. Cas des mabrices
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IV. ESPACES EUCLIDIENS, GEOMETRIE EUCLIDIENNE, ESPACES HERMITIENS

Cette partic est onganisde autour de cing objectifs ;

- Consolider Jes acquis de la classe de premidre annéde sur le produit scalaire, les espaces vectoriels euclidiens ot
In géométrie evclidienne du plan et de lespace,

- Introduire les coneepts de forme bilindaire symétrique el de forme quadrtique.

- Etudier de nouveaux concepts : somme directe orthogonale de sous-espaces vectariels ; dans un espace euclidien,
adjoint d 'un endomorphisme, réduction des endomorphismes autosdjoints et des matrices symétriques, réduction
d'une forme quadratique dans une base orthenormale ; notions sur les espaces préhilbertiens complexes et les
espaces hermitiens,

- Maitriser los relations entre e point de vue plométrique [vecteurs, endomorphismes autoadjoints,

automorphismes orthogonaux) et Je point de vue matriciel.
- Exploiter les résultats obtenus pour étude de problémes issus de I'algibre, de l'analyse et de ls gdométrie,

Il convient d'étudier conjointement Jes espaces vectoriels cuclidiens et la gdométrie euclidienne du plan et de
Pespace of, dans les denx cas, d illustrer las potions et les résultats par de nombreuses figures.

1- Espaces préhilbertions riels

L'objectif est de consolider et approfondir les notions de base abordées en classe de premiére année : produit
gealaire, norme of distance assocides, orthogonalité, sous-espaces supplémentaires orthogonaux, projecteurs
arthagonauy, sommes directes orthoganales,

a) Formes bilinéaires symétriques
Espace vectoriel des formes bilindaires symétriques sur  Définition des formes bilinéaires symétriques
un R-espace vectoriel E. Espace veciorlel des formes  positives, des formes quadratiques positives ;
quadratiques associées ; polarisation. inégalitd de Canchy-Schwarz. Cas des formes

définles positives,

En dimension finke, matrice dans une base d'une forme
bilinéaire symétrique, d'une forme quadratique.

b) Produit scalaire
Produit scalaire sur un R-espace vectorie] ; définition d'un  L'étude de ces notlons dolt tre illustrée par
espace préhilbertien réel. Inégalité de Cauchy-Schwarz, de nombreux exemples, notamment le produit

indgnlité trinngulaice ; norme et distance assocites. scalaire caponigque de R™ et les produits
Relations entre produit scalaire et norme. Identité du  scalaires usuels sur les espaces de suites ot
parasllélogramme, identité de polarisation, de fonctions.

¢ Orthogonallté

Vecteurs unitaires. Vecteurs orthogonsux, sous-espaces Familles orthogonales, familles orthonormales ;
vectoriels orthogonaux, orthogonal F° (on F*) d'un sous-  relation de Pythagore pour une famille
papace veotoriel F de E. orthogonale finie.

Sous-espaces  vectoriels  supplémentaives  orthogonaux,

projecteurs arthogonm.

Somme directe orthogonale d'une famille fnje de sous- Projecteurs orthogonaux associés A&  une

espaces vectorbels, décompaositlon de E en somme directo
orthogonale,
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2- Espaces enclidiens

Ce chapitre est organis autour de quatre objectifs :

- Consolider 1'&tude des cspaces vectoriels euclidiens (bases orthonormales, automorphismes m'thnsnhayr.
matrices orthogonales) et do I péométris euclidienne du plan et do 'espace (distances, anghes, sométries,

dié ts, similitudes directes du plan),

- Etudier Ia projection orthogonale d'un vecteur o 't espace préhilibertion réel (de dimension finie ou non) sur

un sous-espace vectoricl de dimension finie.
- Etudier e concept d'sdjoint d'un endomorphisme,

- Etudier In réduction des endomorphismes autoadjoints d'un espace vectoriel euclidien et ses applications & la

réxluction des formes quadratiques sur un tel espacs.

a) Bages orthonormales
Diéfinition d'un espace vectariel euclidben : espace préhil-
bertien réel de dimension fnbe.
Existence de bases orthonormales, complétion d"une lamille
arthonormale en une base orthonormale,
Isomarphisme de £ sur l'espace dual E*,

Expressions dans une base orthonormale des coordonnées
et de la norme d'un vecteur, du produit scalaire de deux
vecteurs, de [a distance de deux points, de la trace et du
déterminant d'un endomorphizsme,

b) Projections orthogonales
Dans un espace préhilbertien réel E (de dimension fnie
ou non), l'orthogonal F*° d'un sous-espace vectoriel F de
dimension finie est un supplémentaire de co sous-espace
vectorlel, appelé supplémentaire orthogonal de F.

Diéfinition de la projection arthogonale P {z} d"un vecteur
z de E sur F ; définition de la distance d (2, F') d"un élément
rde EAF.

£} Adjoint d*un endomorphisme

Distance & un sous-espace vectoriel, Procédé
d'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Toute forme linéaire [ sur un espace vectoriel
euclidien E g'écrit de manigre unbgue sous la
forme fix) = (ajz) of a est un vecteur de .

La donode d'une base orthonormale d'un
espace vectoriel euclidien £ de dimewnsion
n détermine un isomorphisme de R (muni du
prodluit scalaire canonique) sur E.

Expression de p_ () lorsque F est muni d'une
base orthonormale (2g,e3,...,6q) ¢

pplx) =3 (eylz)ey.
1=1
Inégalité de Besse :
3 leyl=)? < [l

Je=i

Dans ee paragraphe, les espaces vectoriels considdrds sont eaclidiens.

Définition de I'adjoint u* d"un endomorphisme u de E;
existence et unicité de l'adjoint. Noyau, image ot rang de
l'adjoint,

Matrice assocife & u” dans ume base orthonosrmale,
Relations Tr (u®) = Tr (u) et Det (u*) = Det (u).

Définition d'un endomorphisme autoadjoint (ou symétrique).

Définition d'un endomorphisme sutoadjoint positif, d'un
endomorphisme sotoadjoint défing positif,
Automorphismes orthogonaux, groupe orthogonal O (E).
Rotations, groupe spécial orthogonal SO (E).
Caractérisation d'un endomorphisme autoadjoint, d'un

automorphisme orthogonal, & alde de la matries nssockés
dans une (toute) base orthonormalbe,

Relations u** = u (u)* = ¢*u".
Pour qu'un sous-espace vectoriel F de E soit
stahle par un endomorphisme w, i faut et 0l
guffit que F° soit stable par n*.

Caractérisation des projecteurs orthogonanx
par les relations p* = p ot p* = p.

Caractérisation des automorphismes orthogonaux
par In relation vy = uu® = IE'

Cas d'un endomorphisme autoadjoint positif,
définl positil; définition des matrices symétri-
ques positives, définies positives,
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d) Réduction des endomorphismes autoad joints

Etant donné un endomaorphisme autoadjoint u d'un espace
enclidien E. cet espace est somme directe orthogonale
des sous-espaces propres de w; en particulier, w esi
dingonalisable dans une base orthonormale.

Spoctre d'un endomorphisme autoadjoint positil, défini
Endomorphisme autoadjoint sssocié & une forme bilinéaire
svmédrique {ou & une forme quadratique) sur un espace
enclidien E; réduction de cette forme dans une base
orthonormale de E,

Défnition du rang d"une forme bilindaire symétrigue {d"une
forme quadratique) ; définitlon d"one forme non digénérée.

Pour un endomorphisme u d'un espace cuclidien, relations
flu® | = flull et fuf® = [lu®ul.

e} Application aux coniques et aux gquadriques
Recherche d'une équation réduite d'une conique définie
par une dquation cartéslenne dans un repére orthonormal ;
exemples d'nne telle recherche pour une quadrigoe.
Description des quadriques uosuelles (en  dimension
1) défnies par une équation cartéslenne réduite en
repire orthonormal - ellipscides, hyperboloides (& une
nappe et & deax nappes), paraboloides (elliptiques et
hyperboliques), cones, cylindres {elliptiques, hyperboliques
et paraboliques).

Dingonalisation d'une matrice symétrique an
moyen d'une matrice orthogonale,

En outre, loragque u est nutosdjoint positif,
sup (ufe)|r) = riu),
€1

llull =
fl=

ol v{u) est ln plus grande valeur propre de

Les dtudiants doivent savoir reconnaitre sur
I'équation réduite les déments de symétrie et
les guadriques de révolution,

Géndration d'un hyperboloide de révolution &
une nappe et d'un paraboloide hyperbolique
par une famille de droites.

Augune autre copnaissance spécifiqgue sur les
quadriques n'est exdgible,

3 Espaces préhilbertiens complexes, espaces hermitiens

a) Espaces préhilbertiens complexes

Produit sealalre (z,y) — (z|y} sur un C-espace vectoriel
(lingaire & droite, semi-linéaire & gauche); définition
d'un espace vectoriel préhilbertien complexe. Inégalité de
Cauchy-Schwars, Indgalité triangulaire ; norme ot distance
BEBOCIGES,

Relations entre produit scalaire ot norme. Identivé du
parallélogramme, identité de polarisation.

Vecteurs unitaires, Vecteurs orthogonaw, sous-espaces vec-
toriels orthogonau, orthogonal d'un sous-espace vectoriel,

Sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux, pro-
Jectenra orthogonamx, somme directs orthogonale d'une
famille finke de sous-espaces vectoriels.

L'étude de ces notions doit atre illustrée par
de nombroux exemples, et notamment :
= le prodult scalaire canonique de C™;

- le produit scalaire canonique sur |'espace £
des suites de carrdé sommakbe ;

- (f.8) = (flg) = j Ja dans C(ja, ) ;

| ]

- Uf.g) cfmn-—j Jo dans V'espace

vectoriel Oy, des hm:tmus continues 2x-
piriodiques sur R & valeurs complexes,

Familles orthogonales, familles arthonormales ;

relation de Pythagore pour woe famille
arthagonale finle.
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b) Espaces vectoriels hermitiens
D¥éfinition d"un espace vectoriel hermitien : espace préhil-
bertien complooe de dimension fnke, Existence de bases
orthonormales, complétion d'une famille orthonormale en
une base orthonormale,
Dans un espace préhilbertien complexe £ (de dimension
finte ou non), exdstonce du supplémentaire orthogonal F*
d'un sous-egpace vectorie]l F de dimepsion finke, Définition
de ln projection arthogonale p_ (z) d'un vecteur = de E sur
F; définition de la distance d (2, F) d'un élément ¢ de E &
F,
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Toute forme lindaire f sur un espace vectoriel
hermitien E s'erit de maniére unique sous Ia
forme f{x) = (alx) oh a est un vectour de E.

Expression de e lorsque F est muni d"une
base arthonormale :

P (2) =7 (eslz) e

=1
Inégalite de Beasel.
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ANALYSE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Le programme est organisé sutour des concepts fondamentaux de suite (ou de sdrie) et de fnincﬁun, e
permettent de modéliser le comportement des phénoménes discrets et des phénoménss continus. Les interactions
entre be conting et Je discret sont mises en valeur,

hmmzu;ﬂmdmfgﬂdmd‘ummmmmﬁ.qulpﬂmmmtdtdéﬂim_ﬂt
d'étudier les notions de limite et de continuité, ainsi que les modes de convergence usuels des suites of des séries
de fonetions.

La maitrise du caleul différenticl et intégral & une variable et de ses interventions en géométrie différentielle
constitue un objectif mssentiel. L'intégration, ln représentation des fonctions, notamment par des séries (séries
entitres, séries de Fourier) ef par des intégrales dépendnnt d'un paramétre, Papproximation des fonctions,
les équations différantielles (notamment les systémes lindafres of les systémes autonomes, en relation svee I
geométrie différentiells], le calew! diffdrentic] & plusieurs variables (égulement en interaction étroite avec la
pfoumétrie différentielle et Panalyse vectorielle) thennent ane place msjeire,

Le programme d'nnalyse eombine !'dtude des problémes qualitatife avee eelle de problémes quantitatifs. I
développe conjoimtement 'étude globale des suites of des fonctions et I'ude de leur comportement local
ou asymptatique; en particulier, [} convient de mettre en valeur [o caractére local des notlons de lmite, de
contimiitd, de dérivabilité ot de diffdrentiabilité, Enfin, pour I'ftude des solutions des &guations, e programme
assovie fos problémes d'existence of d'unicitd, les médthodes de caleul exact, Jes méthodes d’approximation et les
algorithmes de mise en aeuvre,

En analyse, [es majorations et les encadrements fouent un rdle essentiel. Tout au long de Pannéde, il convient done
de digager les néthodes usuelles d'obtention de majorations et de minorations : opérations sur les Indgaliteés,
amploi de la valeur absalue, du module ou d'une perme, emplad du ealew! différentie] ot intégral. Pour comparer
des nombres, des suites ou des fonctions, on utilise systématiquement des indgalités larges (qui sont compatibles
avec le passage & ln Hmite), en riservant les indgalités strictes aux cas o elles sont indispensabies.

En ce qui concerne 'usage des quantificateurs, il comvient d'entrainer les dtudiants & savoir les employer pour
formuder de fagon précise certaing dnoncés of Jeurs négations, En revanche, il convient d'éviter tout recours
systématique aux quantificateurs. A fortion, leur emploi abusif (notamment sous forme d'sbréviations dans us
texte) est excl,

Le programme d'analyse et géométrie différentielle comparte Ia construction, I'snalyse et I'emplol d'algorithmes
numériques relatifs aux suites et aux fonctions, ains que Vemplol du logiciel de caleul symbolique et formel.

L. SUITES ET FONCTIONS

Cette partic ost organisde autour de quatre objectils :

-Etudier les concepts élémentaires relatifs aux espaces vectoriels norméds, en vue de fournir un eadre cobérent
pour 'étude des suites, des séries of des fonctions.

- Etudier le comportement global ot asymptotique d'une suite ou d'une fonction, en relation avec les systémes
dynamiques diserets on contins,

- Décrire et mettre en ceuvre des algorithmes d'approximation d’un nombre ou d'un vecteur & V'aide de suites
o de séries ef comparer leurs performances. Cette ditnde st mende en relation avee celle des fonctions et de
I'sigitbre lindnire, et avec les problémeas de mesure de grandeurs glométriques ou physiques.

- Exploiter les résultats de In théorie des fonctions pour I'dtude de problémes numériques (majorations
d'expressions, problémes d'optimisation, solutions d'équations numdriques,. , ).

1- Espaces vectoriels normés réels ou complexes
L'ohjectif de ce chapitre sst doabie :
- Etudier les concepts de norme et de distance associde, de suite convergente, de topologie d'un espece vectoriel
normé, de limite et de continuité d'une application.
- Introduire les noticns de complétude of de compacité dans un ospace vectoriel pormd.,
Ces potions doivent étre illustrées par de nombreux exemples issus de l'espace K™, des espaces vectorisls
d'endomorphismes, de matrices, de suites et de fonctions; en revanche, Iétude systématique des BSpues
vectoriels normés o'est pas un objectif du programme.
En ee qui concerne le comportement global et asymptotique d'une suite, il convient de combiner 'étude de
problémes qualitatifs (monctoie, convergence, divergence. . .) svee celle de prohlismes quantitatifs (majorations,
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encadrements, vitesse de convergence o de divergonee par comparaison aux suites de néférence useelles,
accéldration de convergence. . ). _ .

De méme, en oo qui coneerne le compartement global et Iocal (ou asymptotique) o 'une fonction, il convient de
combiner 'étude de problémes qualitutife (monotonie, existence de zfros, existence d'extnémiums, existence de
limites, continuite, dérivabilité, . .) avec celle de problémes quantitatifs (majorations, encadrements, caraciine
lipschitzien, comparaison aux fonctions de référence ay voisinage d'un point. . ).

Les applications étudides dans ce chapitre soat définies sur upe partie A d'un espace vectoriel normé E et i
valeurs dans un autre F. Les notlons d espace métrique et d'space topologique sont bors programme,

Dans un soucl d'unification, une propridié portant sur une fonction définie aur A st dite vraie au wisinage
d'un point a & elle est vrafe sur ['intersection de A avee un volsinage de a lorsque a et un point de E adhérent
i A, avee le complémentaire d'une boule de centre 0 lorsque o est & Vinfini, avee un intervalle e, +oc| lorsque

E =R et a = 400, avor un intervalle | — oo, of lorsque E = R ot o = —o0.

n) Normes et distances
Définition d'une porme, notée  «— ||z ou = = N(x), sur
un espace vectoriel E réel oo complexe ; distance associée,
ootée (x,y) = d (z,y). Boules, Distance d'un point x de E
i une partie A de E, notée d (x, 4).
Vecteurs unitalres ; vecteur unitaire associé & un vecteur
oon ol

Norme x — ||z]| = (z|z)'/? associée & un produit scalaire
{z,y) = (x|y) sur un espace vectoriel réel ou complexe,

Définition d'une partie bornds, d'une application bornée.

Définition d'une application  k-lipschitzienne, composde
d’applications lipschitziennes,

Définition de la norme induite sur un sous-espace vectoriel
de E ; définition de la distance induite sur une partie de E.

Définition du prodult d'upe famille finie d’espaces normés,
muni de la norme N(z) = sup &;(x;).
i

h) Suites d"#léments d'un espace vectoriel normé

Suites convergentes, suites divergentes d'éléments d'un
eapace vectoriel normé E.

Comporaison de deux normes N et N' sur E. Normes
dquivalentes.

Sultes extraites d'ane suite, définition d'wne valear
d’adbérence. Valeurs d'adhérence d’une suite CORVErgEnLe,
Toute suite ayant an maoins denx valeurs d’adbérence st
divergenta,

Relations de comparaison entre suites : dominstion et
négligeabilité pour une sulte (uy) & valeurs vectorielles et
une guite {on) & valours réelles. Equivalence pour denx
suites (g ) et (1) A valours vectorielles.

Les étudiants doivent connaitre les normes N,
Ny et N, sur K™ et sur l'espace woctoricl
C(la,b]) des fonctions continues sur [a,b] &
valeurs réelles ou complexes, minsi que les
normes Ny, N et Ny, définies respectivement
gur les espaces £, 2 et £

Relation
Izl = sup |{z{y)|-
1[5 41

Espace vectorlel normé B( A, F) des applications
borndes f de A dans F munl de la oorme
Noo(f) = sup | f(z)].

Les applicationa = — ||z et 2+ d{z, A) sont
L-lipschitziennes,

Les applications eoordonndes sont 1-lipschitziennes.

Opérations algébriques sur les suites convergentes.
Convergence des aultes d'un BOUS-EEDECE
vectarie]l normé, d'un espace vectorie]l normdé
produit.

Espace vectoriel normé £°(E) des suites
borndes déléments de E, muni de la norme
No(t) = sup fug||. Sous-espace vectoricl des
suites convergentes.

On fera le lien aver la convergence des suites
pour chacune de ces deux normes.,

Les dtudiants doivent savoir comparer
ootamment les normes usuelles mentionnées
au paragraphe a).

Aucune autre connaBssance spécifique sur
les waleurs d'sdhérence n'est exigible des
étudiants. Les notions de limites supérieurs
et inférieure sont hors programme,

Notations u, = 0 (o), 4y = 0oy ), ug ~ vy,
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Exetmples d'étude du comportement global et asymptotique
de suites de nombres réels, de nombres complexes,
Exemples de méthodes d'accélération de convergence.

Exemples d'étude de suites de nombres réels ou complexes
définies par une relation de récurrence ugey = fiu,) et
d'emploi d'une telle suite pour 'approximation d'un point
fixe o de f.

c) Topologie d'un espace vectoriel normé
Détinition des voisinages d'un polnt, des parties ouvertes,
des parties fermées,
Définition d'un point adhérent & une partic A, de
I'adhérence A de A; parties denses. Caractérisation de
A comme plus petite partie formée contenant A. En
particulier, 4 est fermée si et seulement &1 A = A
Définition d'un point intérleur & une partie A, de 'intérieur
de A, d'un point frontiere de A, de la frontiéee de A.

Caractérisation séquentielle des points adhérents, des
perties fecmbes,

Définition dea voisinages d'un peint, des ouverts ot des
formés relatifs & une partio A

d) Etude locale d'une application, continuité
Limite d'une application : soit f une application d'une
partie 4 de £ & valears dans F' et o un point de E adbéront
i A. Ertant donné un dément b de F, on dit que f admet b
comme limite au point @ &), pour tout nombre réel £ > 0, il
existe un nombre réel § > 0 tel gue, pour tout dément = de
A, In relation ||z—a]| € & implique ln relation [| f{z)—8]| <«;
le vecteur b est alors woigue, atnnlunut:b=1|§1,fnu
b= lim fiz). Lorequ'un tel élément b existe, on dit que f
admet une limite au point a. Interprétation on termes de
Diang le cas des fonctions d'une variable réelle, ectension de
cotte définlthon lorsque a = 400 ou 0 = —oc.
Dans le cas des fonctions i valears réelles, extension lorsgue
b=+ocou b= —na.
Limite d"une application composée, Opérations algébrigues
sur les limites,
Limite de l'image d'une sulte (u,) admettant une limite a
par une application f admettant une lmite ag polnt o

Relations de comparsison en un point : dominothon ot
négligeabllltd pour une fonction f & valaurs vectorielles of
une fonction @ & valeurs réelles. Equivalence pour deux
fonctions f et g & valeurs vectorielles,

Applications continues, Continuité de la composée de deux
applications continues, de la restriction d'une epplication
continye, d'une fonetion & valeors dans un espace vectoriel
normé produit. Opérations algtbriques sur les applications
continues,

Dewx applications continwes f ot g de A dans F coincidant
sur une partie B de A dense dans A sont égales.

11 convient d'entrainer jes étudiants & explolter
ln comparaison aux suites de réfifrence ot i
classer des ardres de grandeur.

Pour étudier la vitesse de convergence de g
vers a, les étudinots doivent savoir explofter le
comportement local de [ au volsinage de o et,
aotamment, une inégalité du type lipschitzien
Ifiz) — fla)| s k|z —alob 0 < k& < 1, ou du
type |f(x) — fla)| € Alx —al®,

Réunion et intersection de parties ouvertes, de
parties fermées.

Auenne autre connaissance spécifique sur ces
notions n'est exigible des dtudiants et tout
excis de technicité est exclu.

La notion de point d'accumulation est hors

programme.

Lorsque o appartient & A, [ est dite continue
au point a; alors & = fia). Dans le cas
contraire, [ admet une limite en a & et
senlement si f se prolonge par continuité en
o polnt.

Etant donnée une partie P de A et un point
a de E adhérent & P, on dit que f admet une
limite an point a selon P si la restriction de
i P pdmet une limite en o.

Extension au cas 'une variable vectorielle
dont 1a norme tend vers 1'infini,

Limite d"une fonction & valeurs dans un espace
vectoriel normé produit.

Caractérisation séquentlelle de existence
i’une limite, de la continmité en un point.

Notations f = O (), f =o(y), f ~g.

Espace vectoriel C{A,F) des applications
comtinues de A dans F, algébre C(A) des
fonctions & valeurs réelles ou complexes
continues sur A,

Les étudiants doivent savoir exploiter des
raisonnements par densité pour ftablir des
relations entre fonctions continmes,
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Image réciproque d’une partie ouverte, d'une partie fermée
par une application continue.

e) Applications lindaires continues
Caractérisation des applications lindaires continues d'un
espace normé (E, N dans un espace normé (F, N').
Carnctérisation de [Péquivalence de normes par la
bicontinifité de 'application identique, par la conservation
des parties ouvertes.
Norme subordonngs & N et N d'une application linéaire
continue u de E dans F :

Jul = sup N'(u(z)).
N{zhgl

Siu et v sont des applications linéaires continues, vo |'est
aussl, ot
v o < vl f[jul-

Deéfinition d'une algébre normwse unitaire, Algbbre normée
B(A,C) des applications bornées de A dans C,
Continuité d'une application bilinéaire B de E = F dans {3
satiafalsant & la relation

1Bz, 300 < k=l w8

Continnité de 'application (A, ) — Ax de K= £ dans E, do
produit scalaire sur un espace préhilbertien, de 'application
(1, 1) = we dans une algébre normbe.

f} Complétude, compacité
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I convient de souligner ['intérét de ces
régultats pour démontrer qu'une partie est
ouverte (ou fermée).

Pour qu'une application linaire u de E dans
F soit continue, [l faot et il suffit go'il existe
un nombre véel k > 0 el que, pour tout x,
N'(u(x)) < kN(z); dans ces conditions, u
eat k-llpschitzicnne,

Espace vectoriel normé LCC(E,F) des
applications l[infaires continues de E dans
F.

Algébre normée LO(E) des endomorphismes
continus d"un espace vectoriel norme E.

La npotion de norme dwne application
bilinéaire est hors programme,

Continuité de (w,v) »~ ur dans 'alghbre
normée CO(E).

L'étude de In compacit# en dimension quelcongue n'est pas un objectif du programme; pour la pratique, il
vofivient de se limiter aux espaces vectoriels de dimension foie.

Définition d'une suite de Cauchy d'éléments d'un espace
normé, Définition d'un espace de Banach, d'un espace de
Hilbert.

Parties complétes d'un espace wectoriel normeé,

Critére de Cauchy d'existence d'une limite en un point pour
une application & valeurs dans un tel espaca,

Diéfimithon [(séquentielle) d'une partie compacte A d'un
eapace vectoriel normd E,

Une telle partie est fermée bormée. Toute partie fermde
dune partie compacte est compante,

Si A est une partie compacte de E et B une partie compacte
de F, alors A x B est une partie compacte de E x F,

Théoréme de Bolzano-Welerstrass : de toute suite hornée
d'éléments de R, de C, de R™, de C* on peut extraire une
guite convergente,

Etant donnée une application contimoe [ de A dans F,
I'image par f d"une partie compacte de E incluse dans A est
une partie compacte de F. Cas d'une fonction numérique
continue sur un compact @ existence d estrémuoms,

Définition des applications uniformément continues. Conti-
nuité uniforme d'une application continue sur un compact.

Les carps R et € (munis de la valeur absolus)
eont complets ; les espaces produits R™ et C°
le somt anssi.

Les parties complites d'un espace de Banach
sont les parties fermées.

Dans ces espaces, les parties compactes sont
les parties fermées borndes,

Toute application continue sur un compact est
bornéde, et la borne supérisure de an norme est
atteinte.

La continuité uniforme constitue un oitil

important en analyse; en revanche, 'Stude
de o concept n'est pas un objectif en soi.
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2- Espaces vectoriels normés de dimension finie

L'objectif de ce chapitre est d ‘établir 'équivalence des normes sur un espace vectoriel normé de dimension finie,
ot d'en déduire les propridtés de complétude et de compacité de tels espaces.

L'équivalence des normes montre que de nombreux concepts importants sont indépendants du choix d'une
norme : parties bornées, applications borndes, applications lipschitziennes ; parties ouvertes, parties Fﬂnnﬁ@,
adhérence, intérieur, limite ot continuité d'une application, continuité uniforme ; suites CORVEFRPNLes, parties
compactes ; suites de Caucly, parties complétes. Par conséquent, pour toutes ces notions, il est lgitime de se
placer dans le cadre des espaces vectoriels de dimension finie (sans préciser une norme particulidre).

a) Topologie d'un espace vectoriel de dimension finle

Equivalence des normes sur un espace vectoriel E de
dimension finie; parties bornées et topologie d'un tel
ESpace.

Continuitéd des applications linéaires et moultilindaimms
définies sur de tels espaces, Caractérisation des applieations
continues & valeurs dans un espace vectoriel F de dimension
finie & l'aide d'une base de F.

Tout espace vectoriel normé E de dimension finie est un
eapace de Banach.

Théorkme de Bolzano-Welerstrass ; dans un espace vectoriel
normé E de dimension finie, les parties compactes sont les
partles fermeées borndes.

h) Connexité par arcs
Diéfinition d'une partle connexe par ares d'un espace normé
E de dimension finie, Les partics connexes par arcs de R
sont les intervalles ; toute partie convexe de £ est connexe
par arcs. Image continue d'une parthe connexe par ares,

La démonstration de co résultat n'est pas
exigible des dtudinnts,

Pour qu'une suite d"éléments de E converge, il
faut et il suffit que ses coordonndes dans une
base de E comvergent ; les coordonndes de la
limite sont alors les limites des coordonnées.
Les parties complites de E sont les parties
fermees.

La partie constitude des éloments d'une suite
convergante et de sa limite est compacte,

Cas des fonctions & valeurs réelles continues
#ur une partie connexe par arcs ; théorkme des
valours intermédiaires.

L'étude générale de ln connexité est hors
PEGrAmE,

3- Béries d'éléments d'un espace vectorlel normé

L'objectif de ce chapitre est douple :

- Etudier In convergence des séries de nombres rédels positifs,
- Etudier la eomvergence des séries shsolument convergentes & partir des résultats obtenus pour les séries de
mombires réels positifs,

Dans co chapitre, le programme se place dans ke cadre des séries d'éléments d'un espace veotorlel pormé E de

dimension finie.
a) Suites et séries

Sérnie E tiy BBsnCife & une suite (v, ) d'Eléments d'un espace
vertoriel normé B de dimonsion finie, suite (#;) des sommes
partielles de cette série.

Définition d'une série convergente et de ga somme, nobés

o0

E:l-l'-n- Espace wectoriel des séries convergentes.
=0
nﬂua.r:térisa.l:'u:.n de la convergence & aide d'une base de E.

Convergence d'une série alternde dont ln valeur absolue
du terme général décroit ot tend vers zéro; majoration du
Teste,

b) Séries de nombres réels positifs
Puu:qu'unnnériazu. de nombres réels positis converge,
il faut et 1 suffit que la sulte (sp) des sommes partielles soit

+

majordée, Alors Un = lim 8, = A

Nl eonvient de metire en valeor et d exploiter la
correspondance bijective entre suites et séries.

Si la série Euﬂ converge, i, tend vers 0 la
réciproque est fausse.

Aucune autre connaissance spécifique sur les

séries semi-convergentes n'est exigible des
etndinnts,

Convergence  des  sfrles géométriques de
nombres réels positifs, convergence des séries
de Riemann,
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Theéaréme de comparaison des séries de nombres réels
positifs : soient (ug) et (o) des suites de nombres réels
positifs telles que uy = O(oy,); alors la convergence de

Euq impligue la convergence de Zu,..

Comparaison & une série gdométrique : rigle de d'Alembert.

¢) Sommation des relations de comparaison
Etant donndes deux suites (a,) et (by) de nombres réels
positifs, sommation des relations de comparaison : domina-
tion by = O{ay), négligeabilité by = o(an), équivalence
by ~ 0y (ces des sérles convergentes, cas des sdries
divergentes).

d) Comparaison d'une série & une intégrale

Comparaison d'une série de nombres réels positils &
une intégrale : étant donnée upe fomction [ cootinue
par morceaux sur [0, 4o0o| & valeurs réelles positives
décroissante, la série de terme géndral

= j:_] f(tydt — f(n)

est convergente. En particulier, ln série Z:-ﬂ"]' CODVECEE
sl ot seulement si f est inbégrable sur [0, +-oal.

Equivalent de n! (formule de Stirling),
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Comparsison d'une série de pombres réels
positifs & une série géométrique, A une série
de Riemann.

Développement décimal d'un nombre réel
positif,

Etant donndes une suite (u,) de nombres
complexes et uné sulte {a,) de nombres réels

positifi telle que ) a, converge, sommation
des relations de domination w,, = O {0y, ) et de
négligeabilité un = o(as).

L ittt s = f"mn—ﬂnnd:m

d'encadrer wy, ; un encadrement analogue peut
étre obtenu lorsque f est croissante,

La démonstration de la formuole de Stirling
n'est pas exigible des étudiants,

e} Séries d'éléments d'un espace vectoriel normé de dimension finie

Critbre de Caochy pour |8 convergence d'une série
d'éléments d'un espace vectoriel normé E de dimension
finie.

Séries ahsolument convergentes d'éléments de E (c'est-a-
dire telles que 3 Jun| < +00). Toute série absolument
convergente est convergento,

Série glométrique : étant donné une algibre normée

A de dimension finle ayant e pour éément unité et o

un Efément de A tel que |u] < 1, la sérde Zu" est

absolument Emuwgmle. e — n est Inversible dans A el
(= =]

fe=u)"'!= Eu“
sl

Série exponentiells : étant donné une algibre normée A de
dimension finie ayant ¢ pour ¢ élément unité alors, pour tout
dlément u de A, la sérle E est absolument convergente ;
par définition,

i

opu=) 2.

Fa=i]

Définition de I'espace vectoriel £ muni de la

LTI =
b
fiti ]

Définition de 'espace préhilbertien £, muni
du produit scalaire
af)

= Niu) =

(u, w) — (ujp) = E figty ot de la norme N
i n={l

AEsOCifE,

La série géométrique 3 =", ol = appartient 4

C, est absolument convergente si et seulement
#i |zf < 1; sn somme est alors égale A 7 lr.
En outre, & |2] 2 1, cette série diverge.

Exponentielle d'un nombre complexe, d'un
endomorphisme d'espace vectoriel normé E
de dimension fnle, d'one matrice réelle ou
complexe.
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Définition du produit de Cauchy de deux eéries Eu, G
z iy de nombres complexes

Ny = Z ‘Hpﬂu.

peg=n

Dians ces conditions,
3= () ()

La démonstration de ce théoréme n'est pas
exigible dea étudiants.

La sommation par pagquets n'est pas au
ProgEamime,

i les séries Z“’“ et E"ﬂ sont absolument convergentes,
In série Y _ wy |'est aussi.

Séries doubles, Interversion des sommations (théoréme de
Fubini).

4- Bultes et séries de fonctions

L'objectif de ce chapitre est de définir les modes usuels de convergence ponctuelle des suites ef séries de fonctions
(convergence simple, comvergence uniforme, convergence uniforme sur tout cCOMP&ct, CONVErEEDRCE normale d'une
série) et d'exploiter ces types de convergence pour diudier la stabilité des propriétés des fonctions par passage
i In limite et 'spprooccimation d'une fonction par des fonctions plus simples.

11 convient de souligner que, Je plus souvent, Ia convergence simple ne suffit pas pour assurer la régularitd de
la limite d'une suite de fonctions. En revanche, 'étude systématique des différents modes de convergence des

suftes of des séries d'applications n'est pas un ohjectifl du programme.
Dans ce chapitre, les fonctions considérdes sont définies sur une partie A d'un espace vectoriel E' de dimension

finie sur le corps R ou € e, saul mention explicite du contraire, 4 valeurs réelles cu complexes.
a) Convergence simple, convergence uniforme, convergence normale

Etant donnée une suite (f,,) de fonctions définies sur une
pirtie A de E & valeura réelles on complexes, définition de
In convergence simple sur A et de la convergence uniforme
sur A.

Si ([ fa) converge vers [ uniformément sur A et si; pour tout
n, fu est bornée sur A, alors f l'est aussi,

Solt @ un point de A ;& (fo) converge vers f uniformément
sur A et si, pour toot n, [, est continue au point a, alors
I 'est aussl.

Une série 3 f, de fonctions définies sur A est dite
normalement convergente sur A sl la série nomérigue
z:!lfnﬂmutmmmu.

Toute sério z fn normalement convergente sur A est
abeolument et uniformément convergente sur A.
Extenzion des notions et résultats précddents au cas des
suites et séries d'applications d'une partie A de E & valeurs
dans un espace vectoriel normé F de dimension finie,

Définitions correspondantes pour une série de
fonctions,

Pour les fonctions borpées, la convergence
uniforme peut ére interprédtée & Iaide de la
norme N, sur 'espace B A).

Extension de ce résultat aun cas ol o est
adbérent & A (ou, lorsque £ = R, aux cas i
a = 400 et a = —po) et ob, pour tout f, fa
admet une limite by en o

Lorsque A est une partie compacte de
E, lespace vectoriel C{A) des applications
continues sur A est un souS-espace vectoriel
fermé de B{A) muni de la norme N...

Pour établir hmnwrgmcunurm:lcdez,fn.
il convient d'utiliser une séric oumérigue
convergente Em,. majorante, c'est-b-dire
telle que, pour tout n, || fulle < aa-

] ey
Alors, Nao( Y fu) €3 Nuolfa).
me=l} m=il
Dans une algébre normée A de dimension finie,

continuité de u = (g =u)~" sur la boule unité
lull = 1; continuité de u — expu sur A
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b) Liens avec Pintégration et la dérivation

Kurm:deiamnwrgmmenmmmfHN:{!}'LHU'I

sur V'espace vectoriel C{]a, b], K) des applications continues
de [a,b] dans K. La convergence uniforme do (f,) sur Ja, b
implique i convergence en moyenne et, én outre,

L_Hugl_fn-npj;#f..

Produit scalaire (f, g) ‘{.#fg sur l'espace vectoriel
C{la.b]) des fonctions continues sur [s,4 A valeurs
eomplexes; infgalité de Cauchy-Schwarz, Norme de la
convergence en moyenne quadratique f o= Na(f) =
tf |f*)Y%, La convergence uniforme de (f,) sur a,b]
Jas, B

I.l:n;]iqne la convergence en moyenne quadratique, qui
implique elle-méme la convergenes en moyenne.

Intégration terme & terme d'une série d’applications conti-
mties ¢ soit {fy) voe suite d'applications continues sur [a, b].
Si Ia série zfﬂ converge uniformeément sur (o, b), la série

des intégrales est convergente ot
o ]
.irn = Fir
j;.“ll'] rLE-; E i, 'r

Primitivation de la limite d'une suite de fonections - soit
a un point de I, (f,) une suite d'applications continues
sur un intervalle I & valeurs dans K et, pour tout n, hy,
la primitive de f, sur I telle que ho(a) = 0. Si (f.)
converge uniformément sur tout segment de I vers F, alors
{hn) converge uniformément sur tout segment de I vers ln
primitive h de [ tells que hia) = 0.

Application aux séries de fonctions continues.

Dérivation de la limite d'une suite de fonctions : sait (f,)
une suite d'applications de classe €' sur | convergeant
simplement sur I vers f et telle que [fL) converge unifor-
mément sur tout segment de I vers . Alors [ est de classe
Cl sur I ot f' = h.

Dérivation terme i terme d'une série de fonctions : soit (f,)
une sulte d'applications de classe C1 sur 7 & valeurs dans

K. 5l la série Ef,, comverge simplement sur I et i la sérle
EJ‘,"‘ comverge uniformément sur tout segment de [, alors
la somme de |n sérle Y fo est de classe £ sur I et

i 1] =+
n(j:fn) =3 Df,

Fumsl]) Te=[}
Briwve extension de la dérivation aux fonctions & waleurs
dang un espace vectoriel normé de dimension finie.
Etant donné un élément a d'une algbbre normde 4 de
dimension finie, 'application e, : ¢ — expta est de classe
C™ sur R et De, =aex = 0.
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Inégalieés

[

£ Milf) < (b~ a) Nl f)-

Invbgalités
Nyl f) € vB—a NaolS),
Nif) < vh—a Na(f).

Lorsque la convergence est normale sur [a, b,
In série 3 Ny(f) est convergente et

M r fa) = iﬂ-m}-
=i i

I convient de mettre en valeur le fait que,
pour tout segment [a,b] de I, pour toute
application [ costlnue par morceaux sur [ el
toute primitive h de f,

Nath) < h@l+ [ 111

Il convient de mettre en valeur le fait que,
pour tout segment [0, 8 de J st pour toute
application f de classe C' sur I,

Noolf) < Uf10)1 + | 1

[

Application & 'exponentielle d'un nombre
complexs, d'un  endomorphisme, d'une
matrice.
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c) Approximation des fonctions d'une variable réells

Dans ce paragraphe, les applications considénfes gont dédfinies sur un intervalle [ de R of & valours dans un
espace vectoriel F de dimension finie,

Défimition d'une fonction ¢ b valeurs dans F en escalier sur  Espace wvectoriel des fonctions en escaller sur
[, b, dune subdivision de |a,b] subordonnée & . Espace R (par définition, ces fonctions sont nulks en
vectoriel des fopcthons en escalior sur un segment. dehors d'un segment ).

Définition d'une fonction & valeurs dans F' continue par  Une fonction est dite continue par morcesux
morceanx sur [a, b). Espace vectoriel des fonctions continues  sur un intervalle I quelconque si su restriction
par moreeaux sur [a., b]. # tout segment est continue par morceaux,

Approximation uniforme sur [a,b] des fonctions & valeurs
dans F continues par morceanx sur [a, b par des fonctions
en escaller sur [o,b], des fonctions continues sur [z, b par
des fonctions continues affines par morceanx sur [o, b,

Approceimation  uniforme sur o, b des fooctions & Ladémonstration des théorémes de Weiersirass
valours complexes continoes sur [a,b) par des fonctions  nlest pas exigible des étudiants,
polynomiales. Approximation uniforme sur R des fonctions

i valeurs complexes continwes périodiques  par  des

polyndmes trigonométriques (complexes).



MP

%OGRAMMES DES CPGE | %B.©.
N°3

29 AVRIL
2004
HORS-SERIE

II. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE : DERIVATION ET INTEGRATION

Le programme est organisd autour de quatre objectifs :

- Consolider Jes acquis de premidre année concernant la dérivation et l'intégration des fonctions d'une variable

réelle & valeurs réelles ou complexes.

- Etendre ces résultats au cas des fonetions d 'une variable réelle & valenrs vectorielies.
- Etudier Vintégration et Ia dérivation des suites et séries de fonctions & valeurs vectorielles.
- Effectuer une étude éémentaire des fonctions définies par des intégrales dédpendant d'un paramétre.

Aussi bien pour I'étude locale que pour 1'étude globale des fonctions, le programme combine de maniére

indissociahble Jes outils du caleul difffrentiel ot du calewl intégral,

1- Dérivation des fonctions A valeurs vectorielles

L'objectif de ce chapitre est double :

- Consolider les acquis de premiére annde concernant la dérivation des fonctions & valeurs réelles ou complexes :

dérivation en un point, propriétés globales des fonctions de classe C*, fonctions convexes.,

- Ftudjer | dérivation des fonctions & valeurs vectorielles.,

Les fonctions étudides dans ce chapitre sont définfes sur un intervalle I de R et & valeurs dans un espace vectariel

F de dimension finie sur R ou sur C,

a) Dérivée en un polnt, fonctions de classe C'

Définition de la dérivabilité d'une fonction f définle sur un
intervalle I en un paint a de T décivée, dérivée & gauche,
a droite,

Définition de la dérivabilité dune fonction f sur un
intervalle J, application dérivée ; application de classe ¢
sur un intervalle [,

Espace wectoriel C'([, F) des applications de classe ¢! sur
I, linéarité de la dérivation, dérivée d"une application de la
forme u(f) oil u est une application linénire, dérivée d'une
application de la forme B{f,g), ot B est une application
bilinéaire.

Caractérisation de la dérivabilité d"une fonction f & valenrs
dans F & l'aide d'une base de F.

Ingnlité des pocrolssements Anis,

Caractérization dea fonctions constantes parmi les fonetlions
continues sur | et dérivables sur |'intérieor de T,

b} Fonctions de classe C*

Définition des applications de classe C* sur un Intervalle T
(k entier naturel ou k = o).

Espace vectoriel C*(I, F) des applications de classe C* sur
I i valeurs dans F, oti 0 g k € +o0o. Algtbre C*(I) des
fonctions de classe C* sur 1 & valeurs réelles ou complexes.

La composée f o d'une application f de classe C* sur I et
d'une fonction  de classe (** sur un intervalle J & valeurs
dans I est de classe C* sur J.

Définition d'un C*-difflomorphisme de J sur T (k 2 1).

Extenslon aux applications de classe % des théorémes de
dérivation de suites et séries de fonctions,

Les étudiants doivent connaitte eb savolr
exploiter |'interprétetion  cinfématique et
graphique de la notion de dérivée en un polnot.

MNotations [, Df, %

Lorsgque F est un espace préhilbertien, dériva-
tion du produit scalaire (flg), du carré de la
norme || f||z ; lorsque & est un vecteur wnitaire,
orthogonalité de e et de De,

Les coordonnées de Df sont les dérivees des
coordonndes de f,

N b pep 4
otations fI¥ D*f, £

Dérivée k-itme du produit de deux fonctions
(formule de Leihniz),

Une fonction o de classe C* sur un intervalle
J (k2 1) est un CE-difffomaorphisme de J sur
I = lJ) & et seulement ai, pour tout éément
t de J, (1) % 0.
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2- Intégration sur un intervalle guelcongue

Cr chapitre est organisé aptour do cing olfectils ;

- Etudier l'intégrabilité d'une fonction continue par morceaux sur un intervalle, d'abord dans Je cas des fonctions
4 valeurs positives, puis dans le cas des fonctions & valeurs réelles ou complexes.

- Etudier les suites of séries de fonetions intdgrahles, grioe an théoréme e convergence dominde, qui constitue
wn owtil panissant.

- Appliquer les résultats obtenus 4 'étude des fonctions définies par une intégrale dépendant d'un parameétre.
- Expioiter ia reprédsentation des fonctions par des séries et des intégrales, en relation avec l'enseignement des
autres disciplines scientifigues,

- Donner quelques résultats sur les intégrales doubles permettant notamment d'appliquer le théovréme de Fubini
dans des situations simples,

Le programme se limite 4 l'intégration des fonctions continues par morceaix sur un intervalle [ de R & valeurs

réelles ou compilexes,
a) Fonctions intégrables & valeurs positives

Une fomction f & valeurs réelles positives continue par
moreeaux sur un intervalle [ est dite intégrable (oo
gommahle) sur [ 6l existe un nombre réel positif A tel

quﬂ,pﬂurmuupnantJmnmnuﬂmLfIs;M.Dn
pose alors 4
ff=mpff-
r 4 J4F

51 [ est continue par morceaux sur [, b], F est intégrable
sur [a, b,
Opérations sur lea fonctions continues par morceaux inté-

grables pogitives : somme, produic par un gealaire posieif.
Croissance @ si f ot g sont continues par morceaux sur I, si

Dz f<getsigest lntégruhh.fl'utmnd'!tf:f&_{g.
51 o appartlent & I, f est intégrable sur [ &l et seulement s
elle est intégrable sur I — oo, a] et sur I N o, +ocf.
Caractérization de ]-‘lnt;é-g'rahl.lit.ﬁ. de f sur [a,b6] & 'nide de
In fonction T f flt)dt, Cas des fonctions définies sur
la, bl ’

b) Fonctions intégrables & valeurs complexes

Une fonction f & valeurs réelles ou complexes continue par
morceaux sur I ost dite intégrable (on sommable) sur I &

[f| est intégrakble.
81 f et  sont continuwes par morcesux sur I, & |f] € p &t
gl 2 est Intégrable sur I, alors ff est intégrable sur I,

Une fonction f a4 valeurs réelles continoe par morcesis
est intégrable sur [ si et seulement si f* = max(f,0) et
S~ = max{—f,0) le sont ; on pose alors

fe=fe =i

Ume fonction f & valeurs complexes continue par morcesus
est intégrable sur I =i et seulement 51 Re f et Im Jf le sont ;

on pose alors
[1= [Resifms

S existe une suite croissante (J,) de
segments dont la réunion est égale & I ot

I < M, alors f est

n
intégrable sur [, Dans ces conditions, pour
toute snite (J,) du type préctdent

f{.f=ﬁu"1:

En outre, elle est intégrable sur |a, b, [a,b] ot
Ja, b, et les quatre intégrales sont égales.
Une fonction f continue, positive et intégrable
gur I est nulle sl et seulement si son intégrale
ast nulle,

telle que, pour tout n,

f=lm fi
4 LB b

Additivité de 'intégrale.

Intégrabilité de ¢ — t* sur [a, +oc|, sur |0, a].

Espace vectoriel des fonctions continues par
morceauy intégrables sur 1.

Dans ces conditions, pour toute suite (J,) do
type précédent

Jr=ref s

Si f est continue par morceaux sur [a, b, [
est intégrable sur |o,b]. En outre, olle est
intégrable sur |a, b], |a, b et |a, b, et les quatre
intégrales sont dgales.
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Linéarité de 1 .

&l I' est un intervalle contenu dans [ et 8f f est intégrable
lef.alura_fautinﬂigrnhltmfrﬂf .f=f‘x,r.f-
Ir

Définition de ff[!]:t!, oit @ et b apparticonent & R et

a < b, tumquc'_r est intégrable sur |a,b{. Cas oit b < a.
Relation de Chasles.

Changement de wariable : é&tant données une fonction f
intégrable sur I et une bijection  d'un intervalle I' sur
I, de classe C* sur I”,

j;..f=_£lfﬂw-|'.:"l-

Etant donnde une fonction f A valeurs réelles ou compleos
comtinue par morceaux sur |o, b, || peuat arriver que la
&

fonction T — flt)dt admette une limite au point b;

£

cette limite et encore notée fﬂt: dt, et appelée intédgrale
impropre (ou généralisée ) r_he} entre a ot b

¢) Convergence en moyenne, en moyenne quadratique

Les fonctions continues et Intégrables sur I & wvaleurs
complexos constituent un sous-sspace vectoriel de C(J);

[

Une fonction continue & valeurs complexes f est dite de
carré intégrable sur I si |f|® est intégrable sur I. Ces
fonetions constituent un sous-espace vectoriel de C(1).

norme de la convergence en moyenne [ e Ny f} =

Liapplication (f,9) - (/1g) = [ fo st un produit seaaic,
indgalitd de Cauchy-Schwarz, norme de la comvergence an
movenne quadratigue f — Na( f) = '[j: |FR2,

d) Théortme de convergence dominée

Théorkma de convergence dominds : soit (f,) une suite
de fonctions A& valeurs réelles on complexes continues par
morceaws gur £. 5i {f, ] converge simplement sur [ vers una
fonction f continue par morceaux sur [ et 8'il existe une
fonetion ¢ continue par morceauns, poattive of intégrable
sur I, telle que pour tout entier n, |fs| £ ¢ (hypothése do
domination), alors bes fonctions [, et f sont intégrables sur

I et j:f_uf?fjf_l
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S f est continue par morceanx intégrable,

|f11< [in.

Additivité de ['intégrale par
l'intervalle d'intégration.

rapport A

5i f = O(p) ott f et  sont continues par
moreeaux sur o, b, et si p est intégrable
positive, alors [ est Inbégrable.

§i I' & pour extrémites a el b

iB}
fw fix)ds= f Flelte'(t)dt.
a] a

On dit alors que [intégrale fﬂt]dl
n
CONVErge.
Aucune connaissance spécifiqgue sur  les
intégrales impropres des fooctions non
intégrables n'est exigible des étudiants.

L prodult de deux fooctlons continues [ et g
de carné inbégrable sur I est intégrable sur [,

Infgalités
I(flg)l = Ni(fa) € Na(f) Nalak
continuité du prodult scalaire.

La démonstration de c= théoréme est hors
PTOETAITITIRE,
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e) Intégration terme & terme d'une série de fonctions.

Solt (fu) une suite de fonctions & waleurs réelless ou La démonstration de ce théortme est hors
complexes continues par morcepux st intégrables sur I, programme.

telle que la série Ef. converge simplement vers une

fanetion [ continue par moreesnx sur { et telle que [ série

E f |fu| comverge. Alors f est intégrable sur I ot
i

j:.f=§j;f--

f) Intégrales dépendant d'un paramétre

Continuité sous le signe | @ soit f une fonction & valeurs  Extension so cas ob hypothése de domination

réelles ou complexes définie sur A = I, ol A est une partie de est virifide sur toute partie compacte de A.
R™, continue par rapport & la premiére variable, continne
par morceaax par rapport i la deuxiime variable et telle
que, pour tout dément x de A, In foncthon f(z,) : ¢ —
fiz,t) soit intégrable sur [ ; et s'il existe une fonction
continue par morceaux, positive et intégrable sur [, telle
que pour tout éément = de A, |fiz, )] £ ¢ (hypothise
de domination), la fonction g définie sur A par la relation

b
glz) = f Slz, t)df est continue sur A.

Diérivation sous le signe f (formule de Lelbnls) : solt [ une

fonction & valeurs réelles ou complexes difinke sur A x I, ol

A est un intervalle de R, telle que pour tout éément x de A

I fonction fiz,-) 1 £ fiz, 1) soit continee par morceans

et intégrable sur I, et admettant une dérivée partiells ﬂ

wvirifiant les hypothésss du théoréme précédent. Alors la

fonction g définie sur A par la relstion g(z) = f:(:,-] et
]

de classe ¢! sur A, et
P i AT
gf:r}—jcﬂ (2. )

Définition de la fonction I sur |0, +0o| par la relation La fonction [ est de classe C™ sur |0, +oo| et,

pour tout entier &,
Tlx) = F‘ e
o

D*Tiz) = Jf " g e,
Relation fonctionnelle [z + 1) = z[(zx). B

z 1
Relations [{n + 1) = nt, [(3) = V. ph R :u’d"'_'"“““ Rig) =¥
n'est pas exigible des iants,

g} Intégrales doubles
Soit f une application continue sur [a, b x [e,d] & valeurs Interprétation gfométrique par un volume

complexes, alors dans be cas oiy f est positive.
b b Aucune démonstration n'est exigible des
f [ J‘r f{:1y}d=]du= f | f‘ £(w,u) dy) da. étudiants & ce sujet.
E L L] [
La valeur commune de ces intégrales est par définition
I'intégrale double

e, o]
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Une fonction f & valenrs réelles positives continue eur un
produit F x I' de deux intervalles eat dite intégrable sur
I = I' &'l extiste un nombre réel positif M tel que, pour tout
gegment J contenm dans [ et tout segment /' contenn dans

I'.IJ JJfﬁH-ﬂﬂpmalﬂm

[ =], *

Une fonction f & valeurs réelles ou complexes continue sur
I I est dite intégrable (oo sommable) sur T« I si [ f] est

intéhgrahln.
Une fonction f &4 valeurs réellea continue est intégrable sur
Ix 0 s et seulement si f* et [~ lo sont ; on pose alors

M= -] &

Une fonction f & valeurs complexes continne est intégrable
sur [ = I' sl et seulement s Fe £ of Im f 1o sont ; on pose

[t l]. e

Lindaritd do I'intégrale

Formule de Fubinl : Seit f une fonction a valeurs complexes
contioue et intégrable sur T = . 5i, pour tout = de [,
la fonction fix,-) est intégrable sur [', et i I'application

g I'—'f Sz, -} est continue par morcesux et intégrable
:I’

SLL LEIHH--
jri{'l:'f fl

Passage en coordonndes polaires,
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C'est le cas en particuller largue paur tout =
de I la fonction fiz,-) est intégrable sor I* st
que 'application x —

[Ar MOFCEAIE 8t mt.végru.'lgle sur I,

On souligners le role symétrique jous par les

variakhles.

On fors n:mntqurrﬂ‘qtm les intégrabes de [ sur
a

IxIetsur I x] sontégales.

fix,+) est continue

Si de plus la fonction f(-,y) est intégrable
sur [ pour tout y de I’ et si Papplication

s oy | f- ) est continue par morceaux
r
ot intdgrable sur I, on a :

fg: h.
[} L

La démonstration de ces propriftés est hors
programme.

h) Intégrals sur une partie simple du plan, notion d’aire

Une partie A du plan R? est dite élémentaire si elle admet
lea deix defnitions suivantes :
A={(z.) eR®, agz<h wilx) €y <aln)}
A={{z. ) eR® csy<d ¥ily) £ 2 <valy)}
ofl w1, w2 (respectivement vy, %) sont des fonctions

continues sur |a, b] (resp. [e, d]) vérifiant 1 (x) < go(z) pour
tout z de |a, b (resp. 4 (i) < valy) pour tout y de Je,d[).

Solent f une fonction & valeurs réelles o complexes
continue sur A, J la fonction définie sur R? obtenue en
prolongeant [ par () sur le complémentaire de A, alors les

intégrales
J"Cr fi=, y}dv) dx et f Uﬂ:,yjd:) dy cot un

ot prennent la méme valeur. Cotte waleur est par
définition Iiztéigrals double de f sur A, notée H {
A

L'aire de Ia partie démentaire A est Ie réel vy(A] =Lf 1
A

(o pourra remarquer, par exemple, que pour
tout réel strictement positif £ || existe des
fonctions a et J définies et continues sur R?,
nulles en dehors d'une partie barnée et telles

qml’unnituqh,ﬂﬁﬂff J=-age
Il!
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Extension s cas ol A est une partie simple, c’est i dire la
réunion d'une famille finie de parties édmentaires dont les
intérieurs sont deux & deux disjoints.

Additivii# de aire pour une réunion finle de parties simples
dont les intérieurs soot deux & deux disjoints.

Formule de changement de variables. Cas des coordonnées
polaires

Avcune difficulté théorique ne sera soulevée
BUr cé palnt.

3 Courbes dun espace vectoriel normé de dimension finie

L'objectif de ce chapitre est double :

= Consolider I'étude des courbes planes abordée en classe de premiére annds, tant du point de vue afine (&ude
locale et asympeotigne) que métrigue (absclsse curviligne, repére de Frenet, courbuare), Agcune connaissanes sur
lexpression de Ja courbure en coordonnéss cartésiennes o en coordonndes polaires n'est exigible des Stooinms,
- Exploiter les résultats obtenus sur [es fonctions d valeurs vectorfelles pour l'éude cindmatique of glomdtrigue
des courbes d'un espace vectorlel F de dimension fnie. Dans espace de dimonsion 3, [0 repére de Frenet, la
eoirbure ef la torsjon sont hors programime ; il on est de méme pour [ cinématique du solide, dans le plan oo
dans ['espace,

La démarche du programme est de partir du paint de vie cindmatique (donnde d’un paramétrage) et d'introduire
ensuite la notion de propriétd péométrique en dtudiant 'effet d'en changement de paramétrage.

Dians ce chapitre, on considére des fonctions f 4 valeurs dans un espace vectorlel normé F de dimension finie,

dﬂdmﬂ*mrunmmﬂef,nﬁlgkgm,

a) Courbes paramétrées
Courbes paramétrées (ou arcs paramétrés) de classe (™.

Effet d'un changement de paramétrage, paramétrage
admissible, Trajectoire d'un mouvement, orientation. Polnt
régulier (i 'ordre 1).

b} Etude locale dun are orienté ' de classe C*

Définition des demi-tangentes en un point A de T, de la
bungente en un point A, Existence d'une tangente en un

point régulier.
Dans le cas d'une courbe plane, cas d'un point A oi 'un
Al moins des vecteurs dérivés suecessifa eat non ol

¢) Etude des branches infinies
Recherche d'asymptotes pour une courbe plane,

d) Théoréme de relévement
L'application # « ¢ définit une bijection continue de
| = m =] sur U privé de —1, dont l'application réciprogue
u == Argu est contlnue ; relation
Argu = 2 Arctg 1—:—; shu=z+ip, PP+ =1,2 ¢ -1

Théoréme de reltvement d'une application de classe C* &
valeurs duns U, ol & = 1.

Interprétation  cinématique
vitesse, accélération,

Les changements de paramétrage sont
supposés de classe C* ainsi que leurs
applications réciprogques.

IOU Y eEmyEnt

L'étude locale en un point oh toos les
vecteurs dérivés successifs sont nubs est hors

PrOgramme,

Cas particuller des courbes définies par une
équation polaire p = F(#).

Lorsque u tend vers —1 en restant tel que
Imu > 0 (resp. Imu < 0}, Argu admet
pour limite « (resp. —=x). En particulier,
I'application u — Argu ne s prolonge pas
en une application continue sur L.

Le cas des fonctions
programme.

contlnnes est  hors
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&) Etude métrique d'un arc orienté
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Dans ce paragraphe, on sippose que F est un espace vectoriel enelidien dont Ia norme est notée || |.
Pour un arc orlenté T régulier i lordre 1, vecteur unitairede  La longuenr d'nn arc est définie & lalde

Ia tangente, Définition d'une abscisse curviligne : fonetion
# de elasse O sur T telle que

o =|f

L shecisse curviligne est un parnmétrage admissible, Para-
métrage normal d'un arc,

[11. SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

Cetie partie st organisde autour de deux objectifs ;

de 1"abscisss curviligne. Aucune connaissance

gpécifique sur une définition pomdtrique de
cette longueur n'est exigible des ftudiants.

- Btudier les propriétés lémentaires des sérins entidres et des séries de Fourjer.
- Exploiter la représentation des fonctions par des séries entitres ou des sdries de Fourier pour I'étude de fonetions
définies comme solutions d'une dquation, en relation aver |'enseignement des antres disciplines scientifiques.

1- Sérles entibres

L'ohjectif de ce chapitre est double :

1427

- Etudier la convergence d'une séric entiére et Jes propriétés de sa somme, grice au concept fondamental de

rayon de convergence.

- Introduire la notion de dévelappement o 'une fonction en série de Thvlor, notamment pour le développement

an série entitre des fonctions éémentalnes.

En re qui concerne je développement de { — &' ol ¢ eat réal et z compleee, il s'agit d deablie que cette fonction,
déja étudide en premiére annde, cst aussi dgale & { — exptz, définie 4 partir de In série exponentielle d’un

neambire com plEe,

Les coofficients des séries entires considérdes dans oo paragraphe sont réels ou complexes.

a) Rayon de convergence d'une série entlére

Sérle entiére E an 2™ d'une variable complexe z associde &
une suite (a,) de nombres complexes @ définition du rayon
de convergenee R (finl ou non).

Lemme d'Abel : Etant donné un nombre réel p > 0 tel que
|@n o™ soit bornd, alors pour tout nombre complexe = tel

. = i lzly =
que |z} < p, jagz"| est dominé par (-;] Z
La séirte est absolument convergente sur le disqua (ouvert)
die convergence. Elle est normalement convergente sur tout
compact du disque de convergence ; continulté de la somme
sur le disque de convergence.,
Rayon de convergence do la somme e du prodult de Cauchy

de deux séries entiéres. Lindarité de la somme, somme du
produit de Caschy.

b) Séries entitres d'une variable réelle
Etant donmée une série !n.tih'ez agt" d'une variable réelle
¢ dont le rayon de convergence 1 est strictement positil, une
primitive sur l'intervalle | = R, B| de la somme f de cette
série s'obtient en intégrant terme & terme.

La somms [ d'une série entléne E ant™ dont le rayon de

convergence [ est strictement positif est une fonction de
classe €™ sur | — R, R[. En outre, pour tout k > 1, D*f
s'obtient par dérivation terme A terme.

En dehors du cas od E oy, | A" converge, tout

dnoncé genéral sur la convergence de la sfrie en
un polnt du cercle |z| = R ot sur les propriétés
de la somme de la série en un tel point st hors

PrOgramime.

Relatlon
wiplz + 2') = exp 3 exp 2.

Invarinnce du rayon de convergence d une série
entiére par intégration terme & terme, par
dérivation terme i terme.

En particulier, pour tout entler k& positif oo
mul,

e 4:? D* £(0).
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Définition d'une fonction développable an sérke antibre sur
un intervalle | — r, r|, oit ¢ > 0.

Definition de la sérle de Tavlor d'une fonetion [ de classe
C™ sur un intervalle | = r,rf, oil r > 0,

Développement en série de Taylor de ¢ ofi 2
est complexe, de aint, de cos t, Développemeant
de In(1 + t), de {1 +¢)® oil & est réal,

2- Séries de Fourier

L'objectif de ce chapitre est triple :

- Etadier les coefficients de Fourier d'une fonction f périodique, et notamment leur comportement asympiotigue

en fonetion de la régularité de f.

- Etudier la convergence en moyenne quadratique des sommes partielles Su(f) de la série de Fourier de f en

utilisant la structure d'espace préhilbertien.

- Etudier la convergence ponctuelle des sommes Sl [f) : convergence normale, théordéme de Dirichlet.
Il convient d'exploiter I'interprétation en termes d'analyse harmonigue des signaux périodigiies.

Danz ce chapitre, les fonctions considérdes sont 4 valeurs complexes, 2r-périodigues &f continues par morcsaus

sur R. Le cas des fonctions T'-périodiques g’y raméne par changement de varishile.

n) Coefficients de Fourier

Espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes 2-
periodiques continues par morceaux sur R.

Intégrale sur une période d'une fonction f & wvaleurs
complexes 2r-péricdique continue par morceaux sur R.

Définition des coctiicients de Fourier d'une telle fonction :
jo =etn =gz [ reat

Expression des coefficients de Fourler sous forme de coslnus
L de sinug.

Pour tout entier naturel p, définition de la somme partielle :

»

Splfix) = 3 calf)e™.

Tumm— g

L'application F qui & f associe f est linéaire. La suite f
est bornée et || flo < [|/1h-

En outre, cal f) tend vers 0 au voisinage de "infini.

Coefficients de Fourier d'une dérivée ; & [ est 2r-périodique
continue sur R ot do classe € par moresawx sur R, alors

ca(Df) = inca(f).

8i f est 2m-périodique de classe C° sur R, alors cq(f) est
négligeable devant |n]|~* au voisinage de 1'infini,

b) Convergence en moyenne quadratique.

Dans ce paragraphe, on considére des fonctions 2x-périodiques continues sur R. Il convient d'effaciuer une brive
extension au cas dos fonctions continues par morceaux ; les démonstrations concernant cotte extension ne sont

pus exigibles des édtudiants.

Produit scalaire (f,g) — (flg) = il; f' Fit)g(t)dt sur

I'espace vectoriol Oy, des fonctions zx—péria'diqm continnes
gur R ; norme associde [ — || f|i2.

Définition d'une fonction 2w-périodique
continuwe par morceaux [ A& partic d'une
fonction g cootinwe par morceaux sur un
segpment de longueur 2w,

Coefficients de Foorier de f; cas d'ume
fonction & wvalenrs néelles. Coefficients de
Fourier de ¢ » f{={); cas d'une fonction
paire, d'one fonction impaire. Effet d'ume
translation : coefficlents de Fourier de ¢
Fit +a}.

Lorsque qu'en un point r de R les sommes
partielles Sp(f) convergent, In série de Fourfer
ost dite convergente au poiot x ot la somme de
la série de Fourler est, par défnition, ln limite
des sommes Sy(f1(x].

Par défnition 1/s = 5= [ " 11wl e

On donnera la définition des fonctions 2=-
pértodiques de classe C*~! sur R ot de classe

par morceaux sur R, et on éendra & ces
fonetions (pour & = 1) la formule d’intégration
par parties,

Les fonctions ¢ ~— e,(t) = ™, ol n parcourt
Z, forment une famille orthonormale et, pour
tout 0, e (f} = (ea] ).
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La projection orthogonale dun &lément [ de Cg, sur le sous-
espuoe vectoriel Py, engendré par kes eq, ofl |n] < p, est la
samme partlells Sp(f).

Relution
1R = (15:0012)* + d (f, P
[négalité de Bessel -

n
3 leal P < (1A 12).

Convergence en moyenne quadratique : pour tout &lément [
de gz, les sommes partielles Sp( f) convergent e moyente
quadratique vers f, 5
L'application linéaire f s f de Cy, dans £*(Z) conserve le
peodult sealalre ; elle est done injective.

c) Convergence ponctuelle
Convergence normale : lorsgue [ est 2r-pérlodique continue
sur R et de classe C' par morcesux sur R, les séries
Ecp.tf} et Et_ﬂ{ﬂ sont absolument convergentes, Dans
ces conditions, les sommes partielles Su(f) de la séric de
Fourier de §f convergent uniformément vers f sur R,

Théoréme de Dirichlet ; soit [ une fonction 2w-périodique
de classe C' par morceaux sur R, alors pour tout nombre
réel x, la série de Fourier de f converge en ce point et sa

somme est, égale & % lim [£(z +h)+f(x—h)] ob h tend vers

0, h = 0. En particuller, en tout polot = of f est continue,
la somme de la série de Fourier de f est égale & f(x).

IV. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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En particulier, I'application qui & tout élément
P de P, associe || f — Pl atteint son minimum
&n un peint et un seul, & aovolr S0 ).

Les séries 3 lea(f)* et D lc_a(f)* sont

CONVErgentes.

Formule de Parseval : expressions du carré de
la morme et du produit scalaire & Paide des
cootfcients de Fourier.

En particulier, pour tout nombre réel x, la
edrie de Fourler de [ converge en ce polnt, et
sa snmo ost dgale & f(x).

La démonstration du théoréme de Dirichlet
n'est pas exigible des étudiants.
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['ohjectif de cette partie ast d ‘Studier los syatémes différentiels linfaires ot d'introduire quelques notlons sur Je
cas non lindaire, en relation dtroite avec s glométrie diffifrentielle et Jes systémes dynamiques continus.

Il comvient de relier cette Sude & 'enseignement des aatres disciplines scientifiques (systémes mécaniques ou
#lectriques gouvernds par une lod ddvolution of une condition initiale, traitement du signal). Il convient d'étudisr
le comportement du signal de sortie associd 4 différents types de signaux d'entrée et de dégager In slgniffieation
de cortains paramétres ou comportements @ grabilitd, régime permanent, oseillation, amortisement, héquences
propres, résonance. On peut alors étre amend i étendre la notion de solution (fonetion €' ou C* par morceaux).

1- Equations différentielles linéaires

L'ohbjectif de oo chapitre eat triple :

- Etudier les équations linéaires d'ordre 1 & wvaleurs vectorielles, et leurs traductions en termes de systémes
d'éguations diférentielles lindaires scalafres d'ordre 1,

- Etudler le eas particulier d'une équation lindaire d'ordre 1 & coefficlents constants, en relation svec
I'exponentielle d’un endomarphisme ef avee s réduction des endomorphismes,

- Etudier lo cas particolier des équations lindaires scalnires d’ordre 1 ou 2.

Les applications considérées dans cette partie sont définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans on espace
vectariel normeé F de dimension finie sur R ou €.

a) Compléments de caloul intégral
Briwe extension de 'intégrale aux fonctions continues par

marceawx sur un intervalle compact, A valeurs dans un
espace vectoriel pormé de dimension finde.
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b) Equations lindaires d’ordre 1
Diéfinition d*une solution sur I' de '"équation difiérentielle
linénire ' = aft)c + b(t) ob o désigne une application
vontinue de I dans C{F) et b une application continue de T
dans F.
Existence ot upicits de la solution sur ! du problame de
Cauchy,

Les solutions sur [ de 1'"quation ' = aff)x constituent
un sous-espace vectoriel £ de C'(1). En outre, étant donné
um élément o de I, l'application qui & towt éément ff de £
nssocie fa) est un somorphisme de £ sur F.

Deéfinition d'un systéme fondamental de solutions de |"équa-
tion ' = alt) z. Wronskien.

¢) Equations linéalres & coefficlents constants

Etude de 'équation £’ = az, ol a est un endomorphisme
de F. L'unique solution sur R du problime de Cauchy
' =az, o(0) = ¢ ol ¢ est un vecteur de F, est la fonction
¢t = (expta) e. Relation exp sa.expta = expls + t)a.
Expression intégrale de la solution de =° = ax + b(t).

d) Equations linéaires scalaires d'ordre 1 ou 2

Equation a(t) ' + b(t)x = e(t) ol a, b et ¢ sont continues
sur J & valeurs réelles oo complexes,

Equation a{t)z" 4 b(t) 2’ + c(t) = = d(t) odi o, b, e et d sont
continues sur [ & veleurs réelles ou complexes. Lorsgue o
ne 8'annule pas sur , systéme d'ordre 1 assocké, existence
et unicité de la solution sur J du probléme de Cauchy,
structure de 'espace des solutions de Péguation homogtne,
aystimes fondamantanx de solutions, wronskien.

Traduction en termes matriciels, en termes de
aystémes d'équations différenticlles lindaires
sealadres dordre 1.

La démonstration de ce théoréme n'est pas
exigible des étudiants,

En particilier, la dimepsion de £ eat égale &
n = dim F,

Application & Ia résolution de |'équation diffé-
rentielle £’ = a(t) x + bt} par la méthode de
variation des constantes.

Traduction matricielle X' = AX, ot A est
une matrice & Eéments réels ou complexes,

Structure de ['espace des solutions lorsque o
ne 8'annule pas sur I,

Application & la résolution de 1'équation par
la méthode de variation des constantes,
Expression des solutiops daps e cas on l'on
connait une solution de I'égquation homogéne
associte ne s'annulant pas sur I,

2- Notlons sur les dquations différenticlles non linéaires

L'objectifl de ce chapitre est d'introduire quelques notions de bass sur les dquations différentiellss non lindaires,

et dintroduire [a notion de solution macmale,

1 #'agit dgalement de familfariser s dtudiants avec [ concept de systéme aotonome ot de mettre en ceuvre les

résuitate du eours sur des exemples simplos,

Aucune connaissance spécifique sur les propriétés des solutions maximales et des eourbes intégrales n'est exigible

des édtudinnts.

Il convient de valoriser les interprétations geométriques, en termes de courbes intégrales de champs de vectours
du plan, en relation avee Pétude des systémes dynamiques continus issius des autres sciences, et notamment [a

midcanique, [a physique of automatique

a) Equations non linéaires
Détinition d*one solution d'une dquation diffiérentielle de la
forme x' = Fif,z) ob [ est & valours réolles et de classe &'
gur un ouvert 7 de R®,
Existence et unicité loeale d'une salution du probléme de
Canchy.
Prolongement d'une salution v en une bome a de son
intervalle de définition lorsque » sdmet une limite b ay
point a, et {a,b) € £,
Existence ot unicité d'une solution masdmale du probléme
de Cauchy ; son intervalle de définition est ouvert.

La démonsteation de oe théoréme est hors
PrOgrmme,

Exemples d'équations i varinbles séparables.
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b) Systémes difffrentiels autonomes

Définition  d'une  solution d'un  systéme  différonticl
autonome d'ordre 2, de la forme ' = flz, ), ¥ = glz, ¥)
oli f ot g sont des fonctions & valeurs réelles de classe '
gur un owvert [f de R?. Invariance par translation.
Définition d'une solution macdmals.

Existence et unicité d'une solution maximale du probbose
de Canchy.

Interprétation géométrique : courbe intégrale d'un champ

de vecteurs,
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Cos d'une équation différenticlle awtonome
d'ardre 1, de la forme =° = f{z) o f est une
fonction & valenrs réelles de classe C' sur un
intarvalle 1.

Svatdme autonome diordre 2 assocld & une
équation différentielle autonome d'ordre 2, de
la forme ¥ = flz,x"), ob f est & wvalours
réelles de classe €' sur un ouvert [ de R

V., FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES

L'ohjectif de cette partie est triple :

= Consalfder les acquis de premidre annde portant sur les fonctions numériques de deux variables réelles.
- Etendre les notions de base du calen! différentiel aux applications continiment difffrentiables ser un ouvert
de R i valeurs dans R®, en relation avec la géométrie différentiells et D'analyse vectorielle,
- Effectuer une dtude élémentaire des formes différentielles de degré 1 (intdgrales curvilignes, primitives} en
relation avee I'dtude des champs de vecteurs o mdoanique ot la physigue.

1- Calcul différentiel

1431

L'objectil essentiel est d'étudier quelques notions de base : différentielle en un point, dérivée selon un vecteur,
dérivées partielles, applications continiment différentiables, difffomorphismes, gradient, points critiques,
dérivées partielles d ‘ordre supérieur.

Iﬁappﬂmtﬁﬂn#fmnﬂd&ﬁndmumdﬂpftmaumdéﬂﬂmmuﬂﬂuMUdﬂEii‘dnr:mde.nﬁEﬂ
F sont des espaces vectariels de dimension finie. Pour Is pratique, le programme se limite au cas ot dim E' € 3,
dim F < 3 et oft [ est de classe C'. L'étude de fonctions différantiabiles non de classe ' est hors programme.

Pour P'étnde d'une fonction f de plusienrs variables, il convient de mettre en valeur le fait que la plupart des
problémes peuvent se ramener ay « porrespondant pour upe fonction d'une varable en paramdtrant ke
segment |, a+h), ce qui permet d'éerire f{a+h) = fia) = wn(1)—eni0) o, pour tout t € [0,1], walt) = fla+th).

n) Applications continfiment différentiables
Définition d'une fonction J différentiable en un polnt a de
7 ot de I'application lindaire tangente & [ en a, appelée
nussi différentislle de f an polot o ot notée dfa).
Définition de la dérivée de f en un palnt a de I selon un
vecteur h, notée Dy f{a). Définition des dérivéea partielles

dang une base de E, notées Dy fa) oo g[u}.
1

8i f est difffrentiable au point a, elle est contiouwe en e
point et admet des dérivées selon tout vecteur b ; en outre,

df{a) (k) = Dy f{a).

Définitlon des fonctions de classe €' (ou continiiment
différentiables) sur IV : pour une (toute] base de E, les
dérvies partielles dans cette base sont continues.
Théartme fondamental : s, dans une base de E, les dérivées
portielles Dy f sont continues sur U7, alors [ est différentiable
en tout point a de £7. En outre, f est de classe O sur I,

Interpritation en termes de développement
limité de f & l'ordre 1.

Il existe un nombre réel & > 0 tel que, pour
tout £ & [—4 4], a + th appartienne & [7;
on pose alors @a(f) = fla + th). 8l oy est
dérivable i l'origine, on dit que [ adinet ane
dériviée en a selon &, et l'on pose Dy fla) =
AR

Dans toute base de K,

i
df{a) (h) = Dafia) =5 hDyfla).

i=1

La démonsteation de oe résultat n'est pas
exigible des étudiants,

8i f est une application lindalre de E dans F,
alors f est de classe ' sur E et, pour tout
point a de E, df{a) = f.
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Si f et g sont deux applications de classe £, leur composée
go f l'est aussl; difffrentielle de g o f. Définition d'un
difféomorphisme de classe C'. Opérations algébriques sur
les applications de classe C'.

Pour une application de classe C', matrice jacobienne
assochée b des bases de E et de F'; lorsque E = F, jacoblen.
Dirivie d'une fonction composée de la forme [ o g, o g
est une fonction de classe £ sur un intervalle T et i wlbeurs
dang [7.

Caractérisation & abde du Jacoblen des difféomaorphismes
parmi les applications injectives de claase 1,

b} Fonctions numériques continiment différentiables

Algibre ¢ (L'} des fonctions de classe ¢ sur U,
Lorsque E est un espace euclidlen, le gradient de [ est définl

df{a) (h) = Dy fla) = (gradf{a)|h}.
Lorgue 'ouvert I7 est convexe, inégalité des accroissements
finis pour une fonction numérique de classe ' sur [F
Points critiques d’une fonction nomérique de classs £
eondition nécessalre d'existence d’un extrémum local.

c) Diérivées partielles d'ordre supérienr

Théarkme de Schwars pour une fonction de classe C* sur [V,
Algisbre C*{I7) des fonctions de classe €2 sur [V
Algébre CY(U) des fonctions de classe C* (1 < k < 00 ) sur
.

Pour upe fonction numérique de classe O gur un ouvert
de R® : formule de Taylor-Young ; étude de |'existence d'un
extrémum local en un point critique, A U'aide de rf — &%,

Exemples d'équnations aux dérivées particlles,
d) Motions sur les courbes et les surfaces

Caractérisation d'une application f de classe
¢! sur UV & valours dans F par ses coordonnées
fi dans une base de F; alors, pour tout A, les
fonctions Dy fi sont les coordonndes de Dy f.
Matrice jacobienne d'une application com posée,
d'une application réciproque.

Lorsque [ est un difffomorphisme, "image
) d'une courbe paramétrds [ régulitre &
I'ordre 1 est une courbe réguliére & 'ordre 1;
détermination d'une tangente & f(T).

La démonstration de ce résultat est hors
PrOgramine,

Expression du gradient dans une base
orthonormale de B, Expression en coordonndes
polaires dans e cas du plan euclidien.

Caractérisation des fonctions constantes sur
I'oavert [V,

La démonstration du théoréme de Schowarz est
hors programime.

Dans ce paragraphe, les courbes du plan ou de Vespace ot les surfaces sont définies par paramétrages oun par
équations cartésiennes. Aucune difficultd ne peut étre soulevde sur ['équivalence de ces définitions.

Toutes les formes du théoréme des fonetions implicites utiles pour traiter oe pamgraphe sont admises,
L'étude des courbes d'une surface définfes par des conditions différentielles est hors programme.

Définition d'un point régulier d'une courbe définie par
paramétrage ¢ — f(t), on fest de classe € gur un intervalle
I de R i valours dans R, ou par une dquation eartésionne
de la forme Flx i) = O, ol F est & valeurs réelles ot de
classe £ sur un ouvert I7 de R?, Tangente, normale.

Définition d'un point régulier d'une surface définle par
paramétrage (uw,v) — flu,v), ol f est de classe O sur
un ouvert {7 de R® i valeurs dans R®, ou par une équation
cartisionne de la forme Fiz,p,z) = 0, ob F est & valours
réelles et de classe O sur un ouvert [7 de R®. Plan tangent,
normibe,

Tangente & l'intersection de deux surfaces en un point
régulier obl les deux plans tangents sont distincts.

Position d'une surface donnée par z = f(z,y) par rapport
ai plan tangent en un point ol rf — 5 0,

Do illustrers ces notions sur des exemples
de cines, cylindres, quadriques et surfaces de
révolution.
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2- Intégrales curvilignes

Définition d'une forme diffiérentielle w de degré 1 de classe
C* gur un ouvert [F de RP. Définition d'une primitive sur L7
d'une telle forme ; définition d'one forme exacts sur [T

Intégrabe curviligne de o sur un arc erieaté T de U7, notation

Ll
r

Définition d'une forme de classe ¢ fermés sur [, Toute
forme de classe O exacte sur [f est fermde sur IV,
Réciproque lorsque 'owvert [ est étoilé.

Formule de Grees-Rlemann,

Interprétation en termes de champs de
vecteurs,

n
Eeriture u=EuT|:Lt;.
J=1

Caleul de I'intégrale curviligne d'une forme
exacte & 'aide d'une primitive de w,

La démonstratlon de cette réciprogue n'est
pas exigible des dtudianpta.

A ce pujet, aucune démonstration nlest
exigible des étudiants,





