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Annexe 3

PROGRAMME DE MATHEMATIQUES ET D'INFORMATIQUE (CLASSES DE PREMIERE ET DE SECONDE ANNEES)

1 - OBJECTIFS DE FORMATION

L'objectif del'enseignement des mathématiques en BCPST est double.

D'une part il contribue al'approfondissement de la culture scientifique générale en donnant aux étudiants un acces a quel ques domaines
fondamentaux (algébre linéaire, anayse, probabilités). La pratique du raisonnement mathématique concourt ici commeailleursala
formation de I'esprit d'un futur scientifique ; larigueur du raisonnement, I'esprit critique, le controle et I'anayse des hypothéses, le sens
del'observation et celui de ladéduction trouvent en mathématiques un champ d'action ot ils seront cultivés de maniére spécifique.
D'autre part, il contribue afournir des représentations et un langage dont les autres disciplines scientifiques éudiées dans ces classes et
au-dela sont demandeuses ou utilisatrices. De lal'importance d'une cohérence et d'une coordination aussi bonnes que possible entre les
diversesdisciplines: il importe d'éviter les redondances tout en soulignant les points communs, de limiter les divergences ou
ambiguités dues aladiversité des points de vue possibles sur un méme objet tout en enrichissant I'enseignement par cette méme
diversité.

L'objectif n'est pas de former des professionnels des mathématiques, mais des personnes capables d'utiliser des outils mathématiques
dans diverses situations, et capables de dialoguer avec des mathématiciens dans e cadre de leur futur métier.

il - PROGRAMME

Préambule

Laréforme deslycées, entamée en 1999, impose une relecture des programmes ; les modificationsintroduites dans ce texte ne
concernent pas les choix fondamentaux ; dans cette mesure, il Sagit essentiellement d'une mise ajour et non d'un nouveau programme.
Leniveau de référence al'entrée delafiliere BCPST et celui de I'enseignement obligatoire de la classe termina e scientifique.

Le programme se situe dans la continuité de ceux du lycée et delasérie S.

Un effort important avait éé accompli en 1995 pour permettre de simplifier |aprésentation des objets mathématiques rencontrés dans
ceprogramme ; il aété poursuivi. A lalumiére del'expérience acquise, certains points ont été précisés (lorsque lamise en cauvre
révélait quelque ambiguiité) ou au contraire dargis (lorsque les mises en garde ou les précisions se sont révél ées superflues ou trop
contraignantes ). Les dével oppements formels ou trop théoriques doivent étre évités. Une place importante doit étre faite aux
applications, exercices, problémes, en relation chaque fois que cela est possible avec les enseignements de physique, de chimie, de
biologie et de sciences de laterre, en évitant les situations artificielles ains que les exercices de pure virtuosité technique.
Ladémonstration d'un énoncé suivi delamention " résultat admis™ n'est pas au programme. Dans quelques cas, |e texte précise quele
professeur est laisse juge de I'opportunité d'admettre un résultat, d'en ébaucher une démongtration, ou de le démontrer.

Lestravaux dirigés sont le moment privilégié delamise en cauvre, et delaprise en main par les éléves des techniques classiques et
bien délimitéesinscrites dans e corps du programme. Cette maltrise Sacquiert notamment gréce a des exercices que les éudiants
doivent in fine étre capables de résoudre par eux-mémes.

Laprésentation de I'algébre linéaire a éé profondément remaniée, mais |'ensemble des contenus relatifs a ce domaine n'est enrien
modifié s I'on considére I'ensemble des deux années de préparation. En premiére année, il est procédé aun allégement substantiel en
abordant le sujet par le biaisdu cacul : systemes d'équations linéaires, calcul matriciel. Seule la présentation de I'espace vectoriel KN
muni de sa base canonique est demandée. En particulier, I'étude générale des problémes liés aux changements de base est renvoyée en
seconde année. L'espace vectoriel, comme objet général, n'est présenté qu'en seconde année. Ce choix a pour ambition de donner auix
€étudiants une connaissance et une habitude " pratique ™ du calcul multidimensionne qui conféreraal'introduction de lanotion abstraite
d'espace vectoriel un arriére-plan concret.

Lapart relative al'analyse est lamoins touchée par laréécriture ; dans ce programme comme dans I'ancien, on sattache principalement
adévelopper I'aspect opératoire, et donc ane pasingister sur les questions les plus fines ou spécialisées, ni sur les exemples
"pathologiques’. L'évolution des programmes de lycée devrait permettre aux éudiants d'aborder cette partie dans des conditions au
moins aussi favorables que précédemment.

Lapartieimportante relative aux probabilités a également éé remaniée, pour tenir compte de I'évolution des programmes du lycée. On
conforterales notions déja abordées en terminae scientifique, en lestraitant de maniére plus structurée. En premiére année, I'accent est
mis sur le langage de lathéorie des ensembles, |es techniques @ émentaires de dénombrement, et sur les espaces probabilisés finis. Tout
cequi concerne les variables déatoires dont I'ensemble des valeurs est infini dénombrable ou de la puissance du continu et traité en
seconde année.

Levolume général sur I'ensemble des deux années est constant al'exception d'une réduction notable : séries entiéres et fonctions
génératrices ne sont plustraitées.

Lesinteractions entre |es différentes parties du programme restent fortes et mériteront d'ére soulignées, de méme quelesliensavec
dautres disciplines, permettant ainsi de mettre en évidence la spécificité et lavaleur de la démarche mathématique. Quelques repéres
historiques pourront éventuellement étre fournis aux éudiants. Mis apart les contraintes découlant de maniére directe de I'organisation
en deux années, (en particulier sSagissant de l'algebre linéaire et des probabilités), le programme n'impose al'intérieur del'une ou l'autre
des années aucune progression précise ; le professeur garde toute liberté pour organiser son enseignement.

Algorithmique

L'évolution des matériels et logiciels conduit arenforcer lapartie réservée al'dgorithmique. En effet, c'est une des conséquences|les
plus visibles du dével oppement des moyens de calcul sous toutes sesformes, que de permettre aux mathématiques de disposer dun tel
lien vivant al'expérimentation. On présentera de préférence, lorsgue cela est possible, des méthodes constructives accompagnées de la
description d'un agorithme plutdt que des démonstrations d'existence ou de convergence démunies de procédé de construction.

La présentation des algorithmes sentend sur deux niveaux. D'une part, ils peuvent étre présentés sous une forme logique abrégée, sans
référence obligatoire aun langage informatique particulier ; d'autre part, ils sont destinés a étre mis en aauvre sur machine, soit sur
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caculatrice, soit al'occasion des heures passées en sdle informatique. Le professeur adaptera sa présentation aux conditions
matérielles, en sefforcant de réaliser de véritables travaux pratiques de mathématiques.

PREMIERE ANNEE
1 - NOMBRES COMPLEXES ET POLYNOMES

A - Nombres complexes

Lesnombrescomplexessont éudiésentant quoutil. L'objectif est deconsolider lesacquisdelaclasseterminae.

a) Nombres complexes ; nombres complexes conjugués.
Représentation géométrique d'un nombre complexe ; affixe dun
point, d'un vecteur.

Laconstruction de C est hors programme. L'utilisation des
nombres complexes pour résoudre des problémes de géométrie
n'est pas un objectif de ce programme.

b) Module d'un nombre complexe : module d'un produit, inégalité
triangulaire. Nombres complexes de module 1 ; argument d'un

nombre complexe non nul, notation do
Relation d(0+6)=d 0.d 0 | lien avec lesformulesde trigonométrie;
formule de Moivre ; formules dEuler : cosd ——% (d0+e10),

sinH——zli(ei@-e'iH),

Définition de € pour z complexe, formule g7 = e.¢
Dérivation dex » e ™ol m est complexe et x réd.

L 'éude des racines n-iémes d'un nombre complexe est hors
programme.

Larésolution générale d'une équation du type z'=ane peut &re
demandée sansindication sur laméthode.

Ce paragraphe pourra éretraité lors de I'éude du calcul intégral et
des équations différentielles. 11 devra étre fait assez tét dans|'année
pour étre utilisé en physique et chimie.

¢) Applications. Résolution des équations du second degré a
codficientsrédls. Somme et produit desracines.
Transformationdeacos 0+ bsin 6, ol aet b sont réels, en
reos(6+¢). _

Mise en cauvre, sur des exemples, desformules de Moivre et
d'Euler (linéarisation de polyndmes trigonométriques, conversion
de sommes en produits).

L es équations a codficients complexes ne sont pas au programme.

Sous forme d'exercices on révisera équations et inéquations
trigonométriques éémentaires.

B - Polynémes a coefficients réels ou complexes

Lesfonctions polyndmes sont plus simplement appe ées polyndmes ; lanotion de polynéme en tant qu'objet formel est hors

programme.

Ladivison euclidienne et ladivision suivant les puissances croi ssantes ne sont pas au programme. Aucune connaissance sur les

fractionsrationnelles n'est au programme.

Deux polynémes ayant en tout point de R ou C méme vaeur
numeérique ont mémes caeficients. Degré.

Codficients et degré d'une combinaison linéaire de polyndmes.
Codficients et degré du produit de deux polynémes. Le composé
de deux polynémes est un polyndme.

Formule du binbme (voir auss au VI11).

Dérivation. Formule de Taylor.

Racines (ou zéros) d'un polyndme ; divisibilité par x-a.
Généralisation aplusieursracines distinctes.

Ordre de multiplicité duneracine.

Décomposition d'un polynéme a caefficients complexes en un
produit de facteurs du premier degré.

Cas d'un polyndme a codficients réds : racines complexes
conjuguées, factorisation sur R.

Cereésultat pourra ére admis. L'équivalence entre lafactorisation
par (x - 8 et lesrelaions f®(a)=0 pour j=0,1,... k - 1 sera
démontrée.

Le théoréme 'un polynéme de degré inférieur ou égal an ayant au
moins (n+1) racines deux adeux distinctes est nul' sera démontré.

Décomposition sur C admise.

Il - ALGEBRE LINEAIRE

Les scaaires ne pourront étre que les nombres régls ou les nombres complexes. Lanotion générale d'espace vectoriel n'est pasau
programme de premiére année. Le but du professeur de premiére année sera de faire maitriser les concepts fondamentaux sans exces
detechnicité ni d'abstraction en centrant son travail sur le calcul matriciel. Le professeur choisirales démonstrations quiil présente et

cdlesquil admet.

Cequi suit fournit un ordre de présentation possible, il n'est pas obligatoire. K désigneral'ensemble des nombres réels ou complexes.
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A - Systémes d'équations linéaires

Définition. Discussion et résolution d'un systeme linéaire
d'équations par une suite d'opérations éémentaires sur leslignes.
Systémes équivalents.

Cas particuliers des systemes triangulaires. Systéme homogeéne.
Un systéme linéaire a zéro, une ou uneinfinité de solutions. Dans
cedernier cas, on exprime toutes lesinconnues en fonction de
certainesdentreelles.

Lasolution générae d'un systéme est de laforme (solution
particuliére)+(solution générae du systéme homogene). Systéme
de Cramer (systéme de n équations et n inconnues qui aune

solution unique).

Par opérations éémentaires on entend : multiplier une équation par
un scalaire non nul, gjouter & une équation une combinaison
linéaire des autres.

On feralelien entre I'intersection de droites et de plansdansle
plan et dans|'espace et larésolution de systémeslinéaires.
Onillustreraces notions al'aide d'exemples dont larésolution est
smple. Les déerminants sont hors programme.

B - Matrices a coefficients dans K

Matrices. Matriceslignes, colonnes, carrées, triangulaires,
diagonaes. Matrice nulle, matrice unité (identité).

Opérations sur les matrices : somme, produit par un scaaire,
produit. Propriétés de ces opérations (en particulier formule du
binGme pour des matrices qui commutent).

Ecriture matricielle d'un systémelinéaire.

Matriceinversible, matrice inverse. Inverse d'un produit.
Recherche pratique de l'inverse d'une matrice, par larésolution
d'un systéme de Cramer.

Transposée d'une matrice. Trangposée d'une somme, d'un produit
de matrices, de l'inverse d'une matrice. Matrice symétrique.

Produit de matrices diagonales.

Lesjustifications théoriques (relatives al'agébre linéaire) seront
données ultérieurement au titre D.

C - Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

En premiéreannée, on nedonnerapasladéfinition généraed'espacevectoriel. OntravailleradansKn.

Définition de l'espace vectoriel K", reglesde cacul.
Combinaison linéaire dune famille finie de vecteurs.
Sous-espaces vectoriels.

Intersection de deux sous-espaces vectoriels.

Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs.
Famille génératrice finie d'un sous-espace vectorid.
Famillelibrefinie. Familleliéefinie.

Base d'un sous-espace vectoriel. Dimension.

Base canonique de K™

Matrice colonne des coordonnées d'un vecteur dans une base.
Dans un sous-espace vectoriel dedimensionp:
Toutefamillelibre aau plus p ééments.

Unefamillelibre ayant p éléments est une base.

Toute famille génératrice aau moins p ééments. Unefamille
génératrice ayant p ééments est une base.

Rang d'une famille finie de vecteurs.

On feralelien avec lesregles de cacul des vecteurs du plan et de
I'espace de la géométrie. On entend par sous-espace vectoriel un
ensemble de vecteurs stable par combinaison linéaire et contenant
le vecteur nul.

On utiliserala notation vect(x1, x2,...xk).

On admettra que toutes les bases d'un sous-espace vectoriel ont
méme cardina appelé dimension du sous-espace vectoridl.

Tout ou partie des démonstrations correspondantes pourra étre
admis.

D - Applications linéaires

Définition d'une application linéaire de KP dans K™

Noyau, image. Lien avec : f injective, f surjective, f bijective.
Opérations sur les applicationslinéaires : addition, multiplication
par un scalaire, composition, réciproque. Propriétés de ces
opérations.

Détermination d'une application linéaire par |'image des vecteurs
delabase canonique, matrice de I'application linéaire dansles
bases canoniques.

Matrice de la somme de deux applications linéaires, du produit par
un scaaire d'une application linéaire, de la composée de deux
applications linéaires, de I'application réciproque.

Rang d'une gpplication linéaire, rang d'une matrice, rang dela
transposée (résultat admis), rang d'un systéme.

Il - GEOMETRIE

Cetterubrique, consolidant lesacquis deséléves, sert de support intuitif et deterrain d'application al'agébrelinéaire. Elle est étudiée auss

pour son utilitéen sciences physiques.

Onseplacedansleplan et I'espace géométriques usuels; lanotion générd e d'espace affine est hors programme.
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Une origine éant choisie, un vecteur est représenté par un point du
plan ou de'espace.

Norme euclidienne d'un vecteur, produit scaaire de deux vecteurs
du plan et de l'espace. Propriétés.

Angle de deux vecteurs du plan ou de |'espace (défini par son
cosinus). Bases et reperes orthonormauix. Expression anaytique et
matricielle delanorme et du produit scalaire dans une base
orthonormale.

Par représentation sous forme de couples ou detriplets de
coordonnées, |es vecteurs gpparaissent comme démentsde R? ou R®
Onrappellerales définitions et les propriétésdelanorme et du
produit scalaire apprises en classes de premiére et determinale. A
cette occasion, on rappelleraladéfinition delaprojection
orthogonale d'un vecteur sur une droite ou sur un plan.

On remarquera qu'une famille formée de deux ou trois vecteurs
orthogonaux non nulsest libre.

Droite : vecteurs directeurs, équations paramétriques d'une droite.
Angle de deux droites (comprisentre O et 77/2).

Dansleplan : codficient directeur (pente) d'une droite, vecteur
normal aune droite ; en repére orthonormal, équation cartésienne
d'une droite obtenue al'aide d'un vecteur normal, expression dela
distance d'un point aune droite.

Equation d'un cercle défini par son centre et son rayon.
Dans|'espace : équations paramétriques d'un plan, vecteur normal
aun plan ; en repére orthonormal, équation cartésienne d'un plan
obtenue al'aide d'un vecteur normal, expression de ladistance d'un
point aun plan. Angle de deux plans (angle de deux droites
normales).

Equation d'une sphére définie par son centre et son rayon.

A et B éant deux points distincts du plan (ou de I'espace), un point
M du plan (ou de I'espace) appartient aladroite (AB) S et
seulement s le vecteur AM gppartient au sous-espace vectoriel
engendré par le vecteur AB

A, B et C éant trois points non alignés de l'espace, un point M de
I'espace appartient au plan passant par A, Bet C s et seulement §
le vecteur AM appartient au sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs AB etAC.

Angle orienté de deux vecteurs du plan. Produit vectoriel de deux
vecteurs. Propriétés usuelles.

Expression andytique du produit vectoriel dans une base
orthonormale directe.

On adopterales conventions de la physique pour orienter le plan
ou I'espace. Lien avec les calculs d'aires de parall@ogrammes ou
detriangles del'espace.

IV - SUITES REELLES ET FONCTIONS REELLES D'"UNE VARIABLE REELLE

Lebut decetterubrique est demettreen placelesméthodes courantesdetravail sur lessuiteset lesfonctions. L'anayseest un outil pour les
probabilités et pour les sciences physiques et permet de dével opper larigueur. On éviteratout exercice trop fin pour mettrel'accent sur les
"bonnesfonctions', on éviteraunetrop grandetechnicitéca culatoire.

A - Suites réelles

a) Récurrences. Suites arithmétiques, géométriques, arithmético-
géométriques.

Somme des n premiers entiers, des n premiers termes d'une suite
géométrique.

Suites vérifiant une relation de récurrence du type U ne = al w1 +
bu ., aet b &ant deux réels.

Pour |es suites arithméti co-géométriques, une méthode doit étre
connue, maislaformule générale n'est pas exigible.

b) Suites rédles. Somme, produit, quotient.
Limitefinie, limiteinfinie, convergence, divergence.

S lessuites (L) & (L) convergent versl, aors (us) convergevers|
Opérations sur leslimites.

Limites et inégdités : signe d'une suite de limite non nulle,
théoréme des "gendarmes’ et extension aux limitesinfinies.
Majorant, minorant, plus grand, plus petit @ément d'une partie non
videde R. Borne supérieure, inférieure.

Suites majorées, minorées, bornées. Suites monotones.

Existence d'une limite finie ou infinie pour une suite monotone.
Suites adjacentes et théoréme des suites adjacentes.

Exemples d'éude de suites du type una=f(un).

Suites équivalentes, notation u. ~ va équivaent d'un produit

et d'un quotient.

Utilisation des équivalents pour larecherche de limites.

Ladefinition dune limite par (¢, n,) doit ére présentée aux
étudiants, mais aucune technicité ne pourra étre exigée d'eux en la
matiére. Un exercice comme celui delamoyenne de Césaro, par
exemple, est totalement hors de l'esprit delaclasse.

Lanotion générale de suite extraite est hors programme.

Lanotion de suite de Cauchy n'est pas au programme.

On admettral'existence de la borne supérieure d'une partie mgjorée
non vide.

Aucun théoréme général relatif acetype de suitesn'est exigible
des éudiants.

Le développement sur les équivaents doit &re modeste. On se
limiteraaux suites dont le terme général ne sannule pas.




1130|~Bo. jZATHEMAHQUE ET INFORMATIQUE
1;6 fUIN CLASSES DE PREMIERE ET DE SECONDE ANNEE
2003
HORS-SERIE

B - Limites, continvité

a) Limites

Fonctions numériques d'une variable rédlle ; somme, produit,
quotient. Limite dunefonction en un point ; limite adroite, limite
agauche.

Limiteen + co ou - .

S (w) tend versaet g lalimitedef en aest b, dorslasuite (f(un)
tend versh.

Opérations sur leslimites.

Limite de fonctions composées.

Limites et inégalités

Fonctions équivalentes, fonction négligeable devant une fonction.
Notationsf~g, f = 0(g).

Croissances comparées des fonctions exponentielles, puissances et
logarithmes.

Une fonction monotone sur un intervalle ouvert admet une limite
finie ou infinie aux bornes del'intervalle.

Ladéfinition dunelimite par (€, o) doit étre présentée aux
étudiants, mais aucune technicité ne pourra étre exigée d'eux en la
matiére.

On pourrafaire une ou deux démonstrations, |es autres pouvant
étre admises.

On ales mémes résultats que pour les suites.

Méme remarque que pour les suites : développement succinct et
"bonnes’ fonctions. A cette occasion, on définirade maniere
généralelesfonctions x

Les fonctions hyperboliques sont hors programme.

b) Continuité

Continuité en un point.

Opérations, composition.

Continuité adroite et agauche.

Prolongement par continuité.

Continuité sur unintervale.

Théoréme des vaeursintermédiaires.

Image d'un segment par une fonction continue sur ce segment.
Une fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle |
est unebijection de| sur l'intervalef(l).

Propriétés de I'application réciproque.

Définition, monotonie, et représentation graphique desfonctions
Arctan, Arcsin, Arccos. Parité de Arctan et Arcsin.

Lanotion de continuité uniforme n'est pas au programme.

Ladémonstration du théoréme des vaeursintermédiaires n'est pas
exigible des éudiants.

Résultat admis.

On pourra présenter aux ééves un agorithme de résolution
approchée d'une équation f(x) = 0, mais aucune méthode n'est
exigible des éudiants.

On conviendra dans un tableau de variations, que les fléches
obliquestraduisent la continuité et la stricte monotonie dela
fonction. Dans larédaction dela solution aun probléme, une
simple référence au tableau de variations suffira pour justifier
I'existence et I'unicité d'une solution d'une équation du type f(x) = 0.
Aucune formule n'est & connéitre.

C - Dérivation, développements limité

a) Dérivée en un point ; dérivée agauche, dérivée adroite,
fonction dérivée.
Notation " et %f( Interprétation graphique,

équation de latangente a une courbe.

Opérations sur les dérivées : linéarité, produit, quotient, fonction
composée, fonction réciproque, application aux fonctions Arctan,
Arcsin et Arccos.

Extension de lanotion de dérivée aune fonction avaleurs
complexes, ouavdeursdansR ouR

Ces notions sont donnéesici pour servir alarésolution d'équations
différentielles (voir le paragraphe correspondant), et aLix
applications physiques (vitesse, accél ération).

Elles ne feront pas|‘objet de développements plus pousses.

b) Théoreme de Ralle.

Formule des accroissementsfinis.

Caractérisation des fonctions croissantes (au senslarge) par la
positivité de leur dérivée.

Cas desfonctions constantes. Si la dérivée est strictement positive
sur unintervalle, dorslafonction est strictement croissante sur cet
intervalle.

Théoréme sur lalimite deladérivée.

Recherche d'extremum.

La courbe représentative d'une fonction a dérivée croissante est au-
dessus de chacune de ses tangentes.

L'inégalité des accroissements finis n'est pas exigible des éudiants,
celle-ci pouvant étre trouvée apartir delaformule. Laréglede
I'Hospitd et laformule des accroissements finis généralisés ne sont
pas au programme.

Les propositions concernant la réciproque de cette propriété ne
sont pas au programme.

L 'éude générale de la convexité est hors programme.

¢) Dérivées d'ordre supérieur.

Dérivée n-ieme d'un produit.

Fonction declasse C", de classe C

Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de classe C ™* sur
unintervalle (avec reste en f ™3(c)).

Laformule de Taylor-Lagrange peut &re admise. L'inégdité de
Taylor-Lagrange n'est pas exigible des éudiants.
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d) Développementslimités.

Opérations sur les dével oppements limités : somme, produit,
COMpPOSsA.

Développement limité def apartir de celui def'.

Existence d'un dével oppement limité al'ordre n pour une fonction
declasse C: formule de Taylor-Y oung.

Développements limités usuels au voisinage de 0 : €, In(1+x),
€OsX, SinX, (1+x)“.

On rappelle que ladivision des polyndmes suivant |es puissances
croissantes n'est pas au programme.

Laformule de Taylor-Y oung pourra ére admise. Les exercices de
cacul de développementslimités auront pour objet de faciliter
I'assimilation des propriétés fondamentales, et ne doivent pas étre
orientés verslavirtuosité caculatoire.

€) Consgtruction d'une courbe plane définie par y = f(x).
Etude des branchesinfinies, recherche de droites asymptotes et
étude de la position de la courbe par rapport & son asymptote.
Notion de courbe paramétrée % X= f(t)(t)

y=49

Lesexercices destinés aillustrer cette notion seront réalisés sur
ordinateur. L'éude des branchesinfinies, des points doubles et des
points stationnaires est hors programme.

V - CALCUL INTEGRAL

A - Définition et propriétés

Définition del'intégrale d'une fonction continue f sur un segment :
I'existence d'une primitive F def &ant admise, [ f () dt = Rb-H3.
L'intégrale def poditive est I'aire sous la courbe. Extension de cette
interprétation au cas d'une fonction de signe non constant.
Propriétés éémentaires : relation de Chadles, postivité, linéarité;
encadrement del'intégrale apartir d'un encadrement def.

Pour a<b, [|f ()]t [[2f @) dt|.

Primitives d'une fonction sur un intervalle. Si f est continue sur un
intervalel et aun point del, aorslafonction F définie sur | par :
F(x) =/.f (t) dt, est I'unique primitive def sur | sannulant en a
Vaeur moyenne d'unefonction :

1 EJ L1 b-a
—— [fidt= lim =Y fa+k>2).
o U nggng(;(a k=)

Intégrale d'une fonction continue par morceaux ; casd'une
fonction en escalier. Intégrae d'une fonction avaeurs complexes.

Pour une fonction continue et positive, et en admettant |'existence
et les propriétés delanction intuitive dare, on éabliralelien entre
areet primitive.

Ceréaultat est intuitif en raison de l'interprétation géométrique de
I'intégrale. Il pourra étre démontré dans le cas d'une fonction
monotone ou a dérivée bornée.

On donnera seulement les définitions.

B - Procédés d'intégration

a) Intégration par parties; intégration par changement de variables.
b) Intégration des fonctions rationnelles des types suivants:

1 ax+b

(x-aN X2+ px +q

ol n est un entier naturel, a,b,p,q éant réds. Pour une fonction du
type

fx)=c+ i (a, cos(kax) + b, sin(kax)),
k=1
on établira :

a, =§ fF f(®)cos(kar)dt c= % ["’lf @at

=2 f? F(0)sin(kar)dt -
V3

Toute autre Situation devra comporter desindications quant ala
méthode.

Exercice motivé par laliaison avec les sciences expérimentales.

C - Intégrale généralisée
Cetterubriquenefigure qu'au programme de deuxiemeannée.
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D - Equations différentielles a variable réelle

a) Résolution des équations différentielles du premier ordre
y'+a(x)y = b (x), ot aet b sont continuesrédlles sur unintervalle.
Méthode de lavariation de la constante.

b) Résolution dey"+ ay'+ by = f (x) ol aet b sont réels
-danslecasf=0

- danslecasou f est un polynéme

- dansle casouf est une exponentielle €™ (m complexe).

Pour toute autre équetion différentielle une méthode de résolution
doit é&tre donnée aux éudiants.

Laméthode de lavariation des constantes pour les équations du
second ordre est hors programme.

VI - SERIES

Cetterubriquenefigure qu'au programme de deuxiémeannée.

VII - FONCTIONS REELLES DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES

Leséudiants sont amenésamanipul er en sciences phys ques desfonctionsde plusieursvariables. Cette premiere approche, qui seracom-
plétée en deuxieme année, devradonc étre abordée suffisamment tot dansl'année. On selimiteraaucas n - 3.

Dérivées partidlles premieres d'une fonction définie sur R". Surface
représentative d'une fonction de deux variables.

Sur des exemples, détermination d'une fonction dont les dérivées
partielles premiéres sont connues.

Utilisation des dérivées partielles premiéres pour évaluer une petite
variation delavaleur d'une fonction découlant de petites variations
sur lesvariables.

On souligneralelien entre fonctions partielles et certaines sections
de cette surface.

VIiI - PROBABILITES

Lebut de cette rubrique est de consolider et de développer laformation des éudiants au raisonnement probabiliste. Les diverses notions
serontillustréespar desexemplesissusdejeux, delavie courante ou dessciences.

A - Notions d'algébre élémentaire

@) Vocabulaire des ensembles et des applications.

Elément, appartenance, inclusion, réunion, intersection,
complémentaire, systéme complet.

Injection, surjection, bijection, application réciproque. Composé de
deux hijections.

Image d'une partie, image réciproque.

Produit cartésien de n ensembles.

Ces notions sont introduites comme outil et doivent faire I'objet
d'un développement modeste sans abstraction inutile. Ellesne
pourront constituer le théme principal d'aucune question d'écrit ou
doral.

On selimiteraaux unions et intersectionsfinies. Un systéme
complet pour €2 est unefamille de parties deux adeux digointes
dont laréunion est I'ensemble Q.

Un élément de Q " seraappdé n-liste ou n-uplet dééments de Q.

b) Dénombrements:: cardinal d'un ensemble fini, notation card(E).
Deux ensemblesfinisE et F ont le méme cardinal S et seulement
s il existe une bijection entre E et .

Cardinal d'un produit cartésien, de E".

Cardind del'ensemble des partiesde E.

Nombre d'arrangements, de permutations, de combinaisons (sans
répétitions).

Formule du binbme.

Lanotion de cardind est lanotion intuitive de nombre dédéments.
On selimiteraau cardind des ensemblesfinis.

On donnera sans démongtration formelle des propriétés
intuitivement évidentes comme le cardinal de laréunion de deux
ensembles (finis) digoints.

On éviteratout exces de formaisme et de technicité dansles
dénombrements.
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Enpremiéreannée, on selimiteau casoul'universQ est fini et oulesévénementssont lespartiesde Q.

a) Epreuve (expérience aéatoire). Ensemble des résultats possibles
del'épreuve (univers). Evénement, événement certain, impossible,
événementsincompetibles, systéme complet dévenements.
Probabilité, propriétés.

Probabilité d'une réunion de n événements.

S Q={x1, X2, ..., Xn} € P, 2,...,p» SONt des réels positifs ou nulsde
somme 1, il existe une et une seule probahilité Psur Q telle que

P({x})=p pour tout i.
Cas del'équiprobabilité ou probabilité uniforme.

On selimiteraau casou I'dgebre des évenements est I'ensemble
despartiesde Q.

Laformule du crible (ou de Poincaré) est admise. Choisir les
valeursdes pi revient achoisir un modele probabiliste.

b) Probabilité conditionnelle : définition, formule.
P(ANB)=P(B/A)P(A).

Formule des probabilités composées (conditionnement successif).
Formule des probabilitéstotales P(B)= Y P(B/A)P(A).

Formule de Bayes.

Indépendance de deux événements, de deux épreuves. Evénements
(mutuellement) indépendants, épreuves (mutuellement)

indépendantes.

On utiliseral'une ou I'autre des deux notations P(B/A) et P(B)
pour la"probabilité de B sachant A" (probabilité de B sachant que
A estrédisd).

On utilisera des représentationstelles que arbres, tableaux,
diagrammesetc... Un arbre ou un tableau correctement construit
constitue une preuve.

On signaeraque l'indépendance n'est en général pas démontrable,
mai's constitue un choix (ou une conségquence) de lamodéisation.
Lanotion générale de probabilité produit n'est pas exigible.

C - Variables aléatoires réelles

En premiéreannée on selimiteaux variablesa éatoires ne prenant qu

'un nombrefini devaeurs.

a) Variable déatoirerédle sur Q : toute gpplication de Q dansR.
Loi [de probahilité] deX : c'est I'application de X(L2) dansR
associant atout x de X(Q2) P(X=x).

Fonction de répartition deX : c'est I'application Fx de R dansR
associant atout t réel Fy (t) = P(Xst)

Espérance mathématique, formule donnant I'espérance de u(X) a
partir delaloi deX.

Moments. Variance, écart-type. Inégdité de Bienaymé-
Tchebychev.

On rappellerales représentations graphiques de ces deux fonctions,
respectivement en bétons et en escdiers. Les éudiants devront
savoir déterminer laloi d'une variable déatoire apartir de sa
fonction de répartition.

Les propriétés général es des fonctions de répartition ( continuité a
droite, limites....) ne sont pas au programme.

Résultat admis.

b) Loisusuelles: loi uniforme, de Bernoulli, binomiae,
hypergéométrique.

Approximation d'uneloi hypergéométrique par uneloi binomiale.
Espérance et variance des variables certaines, de Bernoulli,
binomiales.

Espérance dune variable uniformesur {1,2,...,n} et dunevariable

hypergéométrique.

Les étudiants devront savoir reconnaitre |es situations classiques
de modélisation par deslois uniformes, de Bernoulli,
hypergéométrique et binomiale.

Lanotion de convergence en loi n'est pas au programme,

¢) Couple Z=(X,Y) de deux variables aéataires rédlles.

Loi conjointe, loismarginales, lois conditionnelles. Loi dela
somme de deux variables a éstoires avaleurs entiéres positives.
Espérance de u(X,Y). Linéarité del'espérance.

Covariance. Codficient de corrélation linéaire. Variance de
axX+by.

Variablesindépendantes.

S X et'Y sont deux variables aéatoiresindépendantes, dorsf(X)
et g(Y) sont indépendantes.

Le cadficient de corrélation est indépendant des unités choisies.
Casou cecodficient est égd a- 1ou 1.

Résultat admis.

d) Généraisation au cas de n variables aléataires.

Espérance delasomme.

Indépendance [mutuell€g].

Loi delasomme de n variables de Bernoulli indépendantes et de
méme parameétre.

S (X1, X2,..., Xn) sont indépendantes, toute sous-famillel'est
auss.

S X1, X2,..., Xn,...,.Xp sont des variables d éatoires indépendantes,
aorsf(X1, X2,..., Xn) &t g(Xnt+1,..., Xp) sont indépendantes, il en est
de méme pour fi(Xa),
Variance d'une somme de n variables aléatoires.

Résultats admis.
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I - NOMBRES COMPLEXES ET POLYNOMES
Exercicessur leprogrammedepremiéreannée

Il - ALGEBRE LINEAIRE

Lesscaaresnepourront érequelesnombresréelsoulesnombrescomplexes.

K désigneral'ensembledesnombresréelsou complexes.

A - Systémes d'équations linéaires
Exercicessur leprogrammede premiéreannée.

B - Matrices
Exercicessur leprogrammede premiéreannée.

€ - Espaces vectoriels

Leprofesseur choistlesdémonstrationsquiil présente et lesrésultatsquiil admet.

Structure d'espace vectoriel. Régles de calcul. Combinaison
linéaire d'une famillefinie de vecteurs. Sous-espaces vectoriels.

L es espaces vectoriel s suivants doivent étre connus:

K", I'ensemble des applications définies sur unintervalle | avaeurs
dansK, K[X], Ki[X], I'ensemble des suitesadéments dans K,
Mn,o(K), les variables aléatoires définies sur un méme espace de
probabilité (admis).

Intersection de deux sous-espaces vectoriels.

Sous-espace engendré par une famillefinie.

Somme de deux sous-espaces. Somme directe de deux sous-
egpaces, Sous-espaces supplémentaires.

Famille génératricefinie.

Famillelibrefinie. Familleliéefinie.

Bases et dimension des espaces vectoriels admettant une famille
génératricefinie (résultats admis). Coordonnées d'un vecteur dans
une base.

Bases canoniques de K" et K[ X].

Dans un espace vectoriel de dimensionfinien:
Toutefamillelibre aau plus n déments. Unefamillelibre ayant n
ééments est une base.

Toute famille génératrice aau moins n déments. Unefamille
génératrice ayant n ééments est une base.

S F est un sous-espace vectoriel de E, dorsladimenson deF est
inférieure ou égalealadimension de E. Si lesdeux dimensions
sont égales, alorsF=E.

Caractérisation d'une somme directe de deux sous-espaces
vectoriels par ladimension ou lajuxtaposition des bases.

Rang d'une famille finie de vecteurs.

L'éude de M,5(K) (dimension, base...) est hors programme.

On utiliserala notation vect(Xs, Xz,...X«).

D - Applications linéaires

1) Définition d'une application linéaire, endomor phisme.
Noyau, image. Lien avec : f injective, f surjective, f bijective,
isomorphisme.

Opérations sur les applicationslinéaires : addition, multiplication
par un scalaire, composition, réciproque. Propriétés de ces
opérations.

Définition d'une projection sur un sous-espace vectoriel
paraléement aun autre.

2) Casdeladimension finie.

Détermination d'une application linéaire par I'image d'une base. f
est un isomorphisme s et seulement s I'image d'une base est une
base. S E et Font mémedimensonets fEL(EF)ilya
équivalence entre f injective, f surjective, f bijective.

Relation: dmKer f +dimImf=dimE.

Rang d'une application linéaire.

On observeraque L(E,F) est un espace vectoriel, mais son étude
(dimension, base,...) est hors programme.

Lacaractérisation par po p= p n'est pas au programme.

Tout espace de dimension n est isomorphe aK’

Relation admise.
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3) Lien avec lesmatrices.

Matrice d'une application linéaire d'un espace vectoriel de
dimension finie dans un espace vectoriel de dimension finie, une
base ayant été choisie dans chacun d'eux. Rang d'une matrice.
Rang dun systemelinéaire.

Rang de latrangposée (résultat admis).

Changement de base. Matrice de passage.

Action d'un changement de base sur les coordonnées d'un vecteur
et sur lameatrice d'un endomorphisme. L es matrices équival entes ne sont pas au programme.
Matrices semblables.

E - Valeurs propres, vecteurs propres

Valeurs propres, vecteurs propres, d'un endomorphisme (ou d'une  |Les polyndmes caractéristiques sont hors programme.
matrice carrée), SoUS-ESPaces Propres.
Toute matrice carrée a codficients complexes possede au moins  |Résultat admis.
une valeur propre.

Une famillefinie de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes et libre,

Une famille obtenue par juxtaposition de bases de sous-espaces
propres associés a des valeurs propres distinctes et libre.
Endomorphisme (ou matrice carrée) diagonalisable.

En dimension n, un endomorphisme ayant n vaeurs propres Application au cacul de la puissance niéme de matrices
digtinctes est diagondisable. diagonalisables.

Un endomorphisme (une matrice carrée) est diagonaisable s et
seulement S lasomme des dimensions des sous-espaces propres
est ladimension de |'espace.

Toute matrice carrée symétrique rédlle est diagondisable. Résultat admis.

Il - GEOMETRIE
Exercicessur leprogrammede premiéreannée.

IV - FONCTIONS REELLES D'UNE VARIABLE REELLE
Exercicessur leprogrammede premiéreannée.

V - CALCUL INTEGRAL

A - Définition et propriétés

Exercicessur leprogrammede premiéreannée.
B - Procédés d'intégration
Exercicessur leprogrammede premiéreannée.

C - Intégrale généralisée

Cetterubriqueestintroduiteen vuedu cal cul desprobabilités. Au coursd'uneépreuve demathématiques, lesintégralesgénéraliséesne pour-
ront intervenir que dansun cadre probabiliste.

Définition de l'intégrale d'une fonction continue sur un intervalle
semi-ouvert ou ouvert, convergence, divergence.

Théoréme de comparai son pour deux fonctions positivesf et g Tout autre critére de convergence est hors programme.
tellesquef g. Convergence absolue duneintégrale générdisée.  |Lesintégrales semi-convergentes sont exclues du programme.

D - Equations différentielles a variable réelle

Exercicessur leprogrammede premiéreannée.

VI - SERIES

Cetterubrique est introduite en vue du calcul des probabilités. Au cours d'une épreuve de mathémati ques, les séries ne pourront intervenir
quedansun cadreprobabiliste.

Convergence, divergence dune s&rie; reted'une s&rie
convergente.

Convergence et cacul de lasomme pour les séries géométriques, |Lasérie > 1 et hors programme.
séries de terme générd nqt, réq, éries exponentielles. n
Théoréme de comparai son pour deux séries atermes positifstelles | Tout autre critére de convergence est hors programme.
que Un=Vh, apartir d'un certain rang.
Convergence absolue d'une Srie atermesrédls. L es Séries semi-convergentes sont exclues du programme.
Les sries entiéres sont hors programme.
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VII - FONCTIONS REELLES DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES

Oncompléteici I'éudeamorcéeen premiéreannée. Leprofesseur estlai sséjugedesexplicationsadonner, maisaucunedémonstration n'est

demandée. Onselimiteraaucasn 3.
A - Calcul différentiel

Limite, continuité d'une fonction de n variables.

Aucune question ne pourra étre posée sur ce point.

Applications partidlles, dérivées partidlles d'ordre un et deux,
interversion des dérivations.

Pour une fonction définie sur R" et admettant des dérivées
partielles : les dérivées partielles en un extremum sannulent.

L'étude d'une réciproque est hors programme.

Pour unefonction f de classe C1

f(xo + h! Yot k) - f(xo!yo) - (h %f((xov yo) +k g(xm yo))

g
est négligesbledevant V h? + k?
Notation différentielle. Définition du gradient (dimenson2ou 3) ;
cacul dans un repére orthonormal en coordonnées cartésiennes.

Calcul des dérivées partielles d'une fonction composée de
fonctions de classe C1.

Les étudiants doivent savoir deriver f(x(t),y(t)) et f(x(u,v),y(u,v)).

Condition nécessaire pour gue Pdx+Qdy+Rdz soit [adifférentielle
dune fonction (P, Q, R éant de classe C1) ; la condition et
suffisante sur un pavé.

B - Calcul intégral

Calcul desintégrales doubles en coordonnées cartésiennes et en
coordonnées polaires.

Exemples de caculs daires planes et de volumes.

Aucune difficulté théorique ne serasoulevée. Cesintégralesne
pourront intervenir que dans un cadre probabiliste ou pour calculer
des volumes. Les formules de changement de variables sont hors
programme.

Exemples motivés par laliaison avec les sciences physiques. Ils
peuvent faire intervenir desintégrales smples ou doubles.

VIII - PROBABILITES

Onabordeendeuxiémeannéel'éudedevariablesa éatoires prenant uneinfinitédeval eurs, discrétesou admettant unedensité(al‘exclusion
detout autretype). L 'intérét de cenouveau typedemodé e pour |'éude des phénomenesd éatoiresserasouligné, on nesoul éveraaucunedif-

ficultéthéorique sur lesnotionsintroduitesdanscetterubrique.
A - Probabilité

Extension de la définition donnée en premiére année au cas ol
I'ensemble Q et infini.

Axiome de o-additivité.

Révision et extension ace nouveau cadre des propriétés des
probabilités et des probabilités conditionnelles vues en premiére
année (VIINB).

Lanotion detribu et les résultats sur la probabilité d'une réunion
(resp. intersection) croissante (resp.décroissante) sont hors
programme.

Résultats admis.

B - Variables aléatoires discrétes

Définition.

Révision et extension ace nouveau cadre des notions et propriétés
vues en premiere année (VII1)C).

Loi de Poisson. Espérance, variance. Loi delasomme de deux
variables indépendantes suivant deslois de Poisson.
Approximation dans certains cas d'une loi binomiae par uneloi de|
Poisson.

Loi géométrique : loi du nombre d'échecs précédant e premier
succes dans une suiteillimitée d'épreuves de Bernoulli
indépendantes et de méme paramétre, ou loi du nombre d'épreuves
nécessaires pour obtenir le premier succes.

On s limiteraau cas ol I'ensemble des valeurs est fini ouinclus
dans|'ensemble des entiersrel atifs.

Résultats admis.
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On nesouléveraaucunedifficultéliéeal'apparition d'ensembles de mesure nulle, notion évidemment horsprogramme.

a) Variables aléatoires admettant une densité.
Définition : fonctions de répartition et de densité.
Loisusudles: uniformes, normales (gauissennes), exponentielles.

Sur des exemples smples, recherche delaloi deY =f(X), X ayant
une densité connue.

On selimiteraau cas ou lafonction de répartition est continue
partout et continlment dérivable sauf éventuellement enun
nombre fini de points.

L'égaité f+§ exp (-XZ/Z):\/2_JI

doit étre connue des &udiants, mais sansjudtifications exigibles.
On réalisera des applications numériquesrelatives alaloi normale.
Pour larecherchedelaloi de Y =f(X), on éviterades exemples
inutilement compliqués commelaloi de sin(X), X uniforme sur
[-m/2, 7]

b) Couple de variables aéatoires admettant une densité.

Définition. Densités marginales et conditionnelles.

Indépendance de n variables aléatoires. Généralisation des résultats
Vus en premiére année a ce sUjet.

Pour un couple admettant une densité, lien avec les densités
marginales.

Sur des exemplessimplesrecherchedelaloi de Z =f(X,Y), le
couple (X,Y) ayant une densité connue.

Cas particulier de lasomme de deux variables indépendantes.
Sommes de variables gaussi ennes indépendantes.

Les étudiants doivent savoir utiliser le produit de convolution, dont
laformule devraleur ére rappelée en cas de besoin.

) Espérances, variances, covariances et codficients de corrélation
linéaire de variablesadensité.

Généralisation des définitions et des propriétés vues en premiére
année.

D - Théorémes limite

Loi faible des grands nombres.
Théoréme delalimite centrée.
Application alaloi binomiae, alaloi de Poisson.

On définiraa cette occasion lanotion de variable centrée et celle
de variable réduite. On donneradeux énoncés pour lethéoreme de
lalimite centrée: § I'on aune suite de variables indépendantes
(Xn) n 1 demémeloi, admettant une espérance u et une variance
o2, dors

Xl+ ..... +Xn
“H ? exp(~x*/2
Ya<b Pla< "i <b|—== | pf/_g/)dx
Jn
et on a un résultat analogue en remplagant ¢ par
n 12 n
vV \2
2 -X,) XX,
a2 | on X,=E—

"

n n




