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SERIES NUMERIQUES ET SERIES DE FOURIER

L'étuae de senes

tres simples, §

i I'étude ues sénes {2 Fourier, a pour onectif de permetire aux éudiants de we

Familiariser avec les "sommes infinies” et |a notation E. La phupan des résultats relatifs aux séries numériques pourront étre samis e

ne teront |'objet d"avcun développement théorigue.

Le décomposition de signaux périodiques en séiies Je Foune: ot un oulil indispeusshle puur | émde des phénoméacs vibratoires en

elecimicité, en optique ou en mécanique

Séries numériques

8) Définition de la convergence d'une série a termes reels.
wonvergence des séries glométriques

b] Sénes i wmes positifs.
Convergence des séries de Riemann.
Comparaison de deux séries dans le cas ol w. S,
Compamison de deux séries dans 1o cas ol u, -4,

Régle de d'Alembert.

¢) Convergence d'une série altemiée dont la valeur absolue au
terme pénéral décroit et tend vers 0.

d) Séres apsoiument convergentes.

Series de Fourier

a) Coefficients dc Foune: dune tonction 1-perioaique
continue par morceaux et série de Fourier d'une telle fonction.
Funme en cos(mat) e sin{maf) et forme exponentienie

explumax )

b) Convergence (admise) lorsque | est de classe C1 par
morceaux (conditions de Dirichlet).

¢) Formule de Farseval (aomise) gonnant I:b“{rﬂ‘d: en

tonction des coefficients de Fourier, lorsque f sy continue par

MR,

L"éuae des sommes partielies d'une suite géoméirique perme.
d"introduire la convergence et ls divergence des séries
numériques.

L définmon de deux sultes equivecnies sers Muvouite s cenc
vrcasion mais cette notion ne fera |"objet d*sucun
aéveroppement théorigue.

11 5"agit d'une simple introduction. Tout dévelopy
théorique est hors programme.

En ymison aves | enszignement ogs sciences physigues, 1
conviendra de mettre en valeur le lien entre ces notions et
I"étude des signaux : composantes d'un signal dans we

frég donnée, itution du signal & partir de ses
comiposantss.

La formule de Parseval cst § menre én relation avec le caleul de
renergie § partic des composanes

Travaux gratigues

1° Exempies simples d"éude de séries numdriques.

£° Rechercne de developpements en série G Fourier de
Ionctions périodiques.

37 Utilisanon vy developpemen en sene de Founer d'une
tonction périodique pour calculer la somme d"une séric
AAmETILE,

Tout excd de technicité est i éviter.
Um se limmera & des exemples simples et on exploiera des
ituutions issues de I'électricité, de I'él igue ou de ko

mécanique.
Aucure difficulté ne doit #tie svulerde 3ar la convegence des
sénes de Fourier en dehors des hypothéses indiquées par le
progrisme.

1outes les indications utiles pour I8 Yenvewall 425 cunmaons
de Dirichlet seront données.
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ANALYSE SPECTRALE : TRANSFORMATION DE LAPLACE

Ce mudule sera étudié en nstson éurie aves los

Ocs Autres

Le programme se borne & Ia transformation de Llpiclrce des fonctions nullnsrmr ]==, O {fonctions causales). Dans le cas d'une
tonction définie sur I, on transforme done Ia fonction 7= (1) /(1) od W désigue Véchelon unité.

On s'i jeell aux  cor

binai lindaires & cocfficients récls ou complexes de fonctions de la forme

frs Wi —a3i" e, ou a est un réel positif, m un entier posinr et r un nombre. complexe.

n) vransformation oe Laplace .

O dommera quelques nutions sur les intégriles impropres, on
particulier sur la convergence d'une intégrale de 1a forme

). s

Défimition de s transtormation de Laplace :
- o -

(&r h’"L JupeTdl ot v B

Linéarité.

Transformee de Laplace arune aerivée @ d'une primitive.
Effet dune tr s O Qun déchelic su la
varishle

Effet de bs mltiplieation par ¢

Tiamformée de Laplace des functions tunstantes cf 6c8
tonCnons exponentielies 1 - e™ o v € G,

venvés d'une transformée de Laplace (admiis).

vneorémes de In valeur initiale et de la valeur finale (admis).

6) wabour OpéTaDUImEC]
Approntie dea uutives 08 aclions o waisior o de alcul

opératsnnmel

L’emsae de (8 convergence: s intégrales impropres gonnées
a priory nest pas un objectif de 1 tormation,

o roiation avec | ae I"&
régulation, on indiguera

que les propriéiés de la vsnsionfaoe, de Lapiace
s'étendent au cas ol p est compiexe ;

commment Iimpulsion unité § peut étn: considecte comime
oblenue par passage i la limite de fonctions (f) , et qu'en
érudiant la limite de (£, ) on est amené & dirs que

U €1 ue B

[3-TE
Toutefois, AuCumne GoMNuISANCY sur cw POINE e vigivle
dans le cadre du pi de mathématigues

ves seules connaissances exgibley sur le caloul
opérationnel portent sur le cas des fonchions rationnelles,
combinées avec un facteur de retard évenmel

Sur ces exemples, on pourra mettre en évidenuy
rimportance de la notion de stabilité, mais les crneres
pénéraux de stabilité sont hors programme.
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Aravaux pratigues

Rechercne de la transiormée de Laplace d'une fonction
awnnée ou recherche d'une fonction dual s transformée de
aplace est donnée.

2% Résolution & I'side de la vansformation de Laplace des
cquanons différentielles lindaires d"ordre 1 ou 24
coefhicients constsnts

5" kexemples ' empioi de i transtormation de Lapiace
pour la résolution de sysléuws différenticls lindaires " orine
1 & coefficients constants

4% Exemples d’emploi de la transtormation de Laplace
pour ba vésolution d*équations différenmeiies ou wpe

aj‘(l’!-“by{l’}fuj'; Au)du = f(f) olia bete sont o

CoTISTAMIES réenes,

On se limitera au cas on les fonctions donnees ou rechercnées
sont des combinaisons linéaires i coefficients réels ou

complexes de fonctions de la forme ¢ - i —ay" e ol a
est un nombre réel positif, » un npombre entier positt et - un

nombre complexe.
On habi les étudiants i utiliser des o 1008
glométriques simples (translation, symétrie orth I} et dex

propriétés figurant dans le formulaire pour obtenir sans calcul
la transformée d’une fonction donnée ou rechercher une
fonction dont b transformée de Laplace est donnée,

Ln s¢ limitern pour le second membre aux fonctions du TF )
On insisvera sur des exemples ol la transformée de Laplace
présente un intérét, par exemple lorsque le second memiore e
e (14 1) U(r)— 1 U — 1) ; en revanche il est partois peu
judicieux de I'utiliser lorsque le second membre est, par
exempic, b fonction ¢/ » (1) ¥(r)

On se limitera pour ie second memnre aux fonctions
exponenticucs-polynimes £+ ¢ P chwc ©

On s limiters pour le second membre su., fonctions du TF)
Dams e cas o a = 0. on fera rema~quer que ¢+ — plr) peut
grésenter des discontinuités
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Ce modulc scra étumé en limson étroite avec les des autres disci parce gue lo

du signal et les techniques d’échantillonnage d'un sI;]'IIl analogique (mlle-mem numérique, restitution analogique) évoluent tres
mapidement sous |"impulsion des nouvelles technologies.

Dans e module, on se propose de familiariser les étudionts aux phénoménes discrets par la presentation de guelque: signaus
discrets & de leur transformation en Z, en se limitant & des signaux causawx, Cette présentation sera complétée par I'étude de In
reporise a des signaux discrets, de filtres numériques régis par une équation aux différences lindaires i coefficients constants
L'introduction des séries entidres a pour seul but la présentation des résultats utiles pour 1"étude de la transformation en 7

4] MNotions sur (cs séries entidres La theorie générale des séries catidnes est hors programme,
Application de |a fornmule de Taylor avec reste mtégral pour Leaisionos du Tayou 4 comverpoion ot it
I'obicrtion de développemets en séries entiéres (fonctions

trsexpr, fee (140" oit e B, 14 8in/ et 1+ cosi).

b} Vransformation en 2

Oéfimmon dé la ranstormée en 2 pour un signal causal :

.
[E23 FIE] z:{u):" oize Con= I,

&n liaison avee les s d’autres P
m..dnmhdéﬁnmond: hmrufméetnzwun
sigmal non causal ;

m=l =
Transformée des signaua usucls : (@xYz)= ¥ #(k)a™ oire Cerke ;
ws ared(n) (@0)  etdln) Usawo), -
2 " mais aucune connaissance & ce sujet n'ess exigible dans le
wrt B oAb e d” aVEC @Ml d0n uul.

cadry du programme de mathématigues,

Laneante de 18 translommatitn. cu £ tn reuation avec les cisdignemens d'attes discipdine w0

Eftet ac la multiphication par 2" (@ régl non nul).

Effct d' une wnnsianon sur la vanable pour un signas causal
Théoréme de la valeur initiale pour un signal cataal,
uneoréme de la valeur finale (admis) pour un signal cavsa(

pourra donner la définition du produit de convolution, pour
permetire de définir la notion de fonction de transfert d'wn
filtre discret, mais aucune connaissance & ce sujet 1 'est
wxigible dans & caure du programme de mathéomstigues.

Lravaux pragques

1* Exeilples simphes de vechachic de la b ansfuonmée en 2 d7un
sgnean discret et de recherche d'un sigual dont la transformée n

= &3 donnée,

£ Eavesmplea f coplon de bn wansmnmative, en Z pow m
résulution d’équations récurrentes du type

apn), ope ) repin=2)=ayx(n) oy x(n—1) ou
apin £ L) B Wt 1) o i) = wp sher D By aqm)

ol w, B, o, wy, & Sontoes nombres réels, ol x est un signal

uith Al SO e wn ¥ o5t UM Signal cansal diswast
neonmu.

Un s fmner® aux cas oU e fonmuluire officied penst de
conchure

rour la recherche de Porigmal, or duswsers des indications
sur b méthode i utiliser, en particuner sm 1 caprcasin, &
décomposer en dléments simples.

En utilisant 1a division des polynimes, un pout écrine
(FURZ) e Tonastt A une série de puissances en ="
cemarquer. donc qu'il est sisé de vérifier (ou aoblenir,
X\, pour s petites valeurs de m ; fos moyens
IMurmmaues Permetient dh uswnllile A1, puw 1 Bunss
valeurs de a1,

om

ro 1 revaerche s Curigmal, on e réftoae duea
vommentaires du TP

e liaison avee les O duuss discipline, v
prourTa montrer sur des exemples simples vonulmt celdine
de ces équations s”interprétent en terme de "dérivauuwn
discrite et d'intégration discréte”, mais aucur.z
connaissance i ce sujet n'est exigible dius b vodie un
p-ogramme de mathémanques.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

On gattachest i relicr ke encnpled Mudits aver bos cusciguoueuly de physigue, aécaiyue e technologie, en faisant saisir
limporance de Nétude de phénoménes continus définis par une loi d'évolution et une condition initinle, © en taisant ressorm la
signification ou Fimportance de certains paramétres ou phénoménes : siabilité, oscillation, amortissenmit, fiqucnces propes,

résonance,..

a) Hesolution des equanons linéaires du presmel ondre
a1+ birix(r) = e1r)

b) Résolution des équations linéaires du second ordre &
coefficienis réels constanis, dont le second membre est une

functio, expunenticlle-poryndme -+ ¢ P(1), o 2% C.

Un »c ylacera dans le cas ou @, b, . som aes foncrions
aeryvables & valeurs réelles et on cherchera les solutivur sur
un intervalle ol a ne s'annule pas.

Travauy pratiques
1° Késolution d'équations dif ielles liné du premier Pour les TP 170t 2%
ardre, W 5“agit uniquemest d' equativns difféscuticlics donr e
type est précisé ci-dessus ;

£ wésolution déquanions différenuelles lingaines du secund
ardre,

3” Exemples mmpres 0e résomon dégquanons anfférenuclies
nun Inséaines, du premier ordre & variables séparables

- woates les indications permettaat d'obtenir une solution
paniculidre seront donndes.

On privilegicra ies nples issu gz b q |

Aucune connaissance sur ce TP nest exigible dans ‘e cadre

au programme do i

PRy h

FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES REELLES

A vonmaidbans s ve hndiile i cat caigibic dan o et du progrenuie de nmthéamdigues | be mution il couticut swi. &
etudier en liaison étroite avec lenseignement de w physique, de la mécanique. de la technologit ou de 'économie

6) Calow de dérivées purticlles

Caleul ge la dérivée d'uns fonctive défitns par wne éyuation
implicite f{x, ¥} =v.

b) Bréves notions sur lc gradient e fe laplacien d'une fonction
de s variables, la divergence e se romtionnel d'un champ ge
wectewrs (en dimension trois).

) Exemples uis simples ag caleul dinegrans doubies et
mipies en coordonndes cartésiennes ou cylindriques,
evenducllemen! spoenques,

On donners aussi ln acation différenticlle o son
imerprétation en termes d'effet sur I valeur d'une fonction
de petits accroissements des variables.

Les notions interviennem er particulier cn
thermadynamigue,

Um admenira 1otk fes resumars utiles.
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ANALYSE DES PHENOMENES EXPONENTIELS

1° Fonetions d'une variable reelle

On s place s it cadre ucs tunctions a valeuny réelies, aéfinies sur un imervane e R, o seovem o modélise matématiquement
des "phénoménes continue®. Les dtudiants devront savoir traiter les situations qui se prétent & une ielle modélisanon.

Un consoliecra les acqui: sur les tonctions on temant compte, notamment sur les limites, aes progn ac math quES SUVIS
antéri per les
Ls paragraphe & les i intervenant en calcul différentiel el integral
Le thamy des tunctions cudices s huite aux foncuons Les representitions grapfligues adivent joues un ke
usuelles (fonctions en escalier, fonctions affines par morceaux, | umportan:.
formctivn caponenticlle ¢ — expe ou ¢~ e, fonction On pourra en particulier etudier des foncrions du pe
logarithisss népdusa 10 lat , hond tr+ 1% of A - .
¥ —— unilisées modeliser certiias
ae IR) ct i celles qui s'en déduisent de fagon simpie par T e i
opérations algébriques ou par compasition. phésmsdnes écomnnigues.
e — fle, pu o
Immmwwumig:dehs

27 «alewl différentiel et ntégral

Il 0y = pas licu de ,cprenure |8 presentation des conceps de denver et dimsgrale, o aucune difficulté meorique ne Goit ewe
soulevie & ce sujet. L'interprétation géométrigue du nombre dérivé en un point doit étre connue des étudiants o I8 notion de colit
marginal sera mierprétée en termes de dérivation.

On consolidera et on approfondi les acquis de terminale technglogique sur L pratique du caleul des dérivies et des primitives.
Dans le cas de deux variables ¢ ot . lices par une relation fonctionnefle x= f(f), on mireduma b sotation différenncis
df = f{r)dr , on connera son imterprétation graphique et on Vintérés de la différentielle pour les problémes
a'approximation. Avcunc difficulté ne doit ére souleves sur je statur mathématique ge 1o notion ae différentielle,

Puw lrln.lbgd:bﬂh.n‘llhllmﬂ!ﬂ.meﬂlﬂnﬂﬂ:bﬂmhpqm,mwd:fmmdﬁmhh Avcune théone de la notion
d'aire n'est au programme ; on admettra son exi ot ses propriétés élé

4] Denvees et integrales
= Eran donnd tn pont « Ge | et wae fongton 1 devanie sur 1,
\a Fismstion x» .j‘m‘,a est Puriique primitive e f sur J

»

wrenant la valeur 2éro au point a.

Propriéiés de Fintégrale ; 1l comvienara d*interpréter, chague fois qu*il est possible, ces
Kelation de Chasles. propcléets eq ey du.
Linéariné,
Positivité . $ia S b vy 20, slors !: Fiodez 0 ;
intégration dune inégalité
Inégalité de ba moyenne :sias s eams fs M,
IJorsmm-a‘SJ: Jupar < M(b—a).
Imegrarion par pamies.
Intég.ation par chang@ment de vanabs QU typs I 1+ 0 1o awre changemen: de vanabie est hors programme.
m:::r-wlu d'empioi du cacus intégral pour MNoblsativn de COn 5& huntinera & des exemples wes simpas et des mdications
mnajorations et d'encadrements. pour MNencaarement de |a fonction & intégrer aevron, &tre

fournies.
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b) Equations aifférenticiles.
On sattachera & relier les excmples éudiés avec les caseignoments de économe en faisan. ressortir [imponance de 1"étuds de
phénoménes continus définis par une loi d'évolution ¢ une condition indtiale

tésolution dés équations linéaines du premier ordre §
coefficients constants a x(r)+ b x(f) =clf) ol @ et b som des
réels et « une fonction dérivahle & valeurs reelles,

¢) Notions sur les fonctions numériques de deux variables.
Autuue v i sur ce paragraphe n'est exigible dans le cadre du programine do wathéwatiques ; les notions qui) contient
sont & étudier en liaison étroite avec Nenseignement de I'économie et de la gestion. Elles portent principalement sur le calcul de
dérivées partielles et de la dérivée d'une fonction définie par une dquation implicite fi(x, ) = 0. On donnera aussi la notation
différentielle et son interprétation en termes deffet sur la valeur d'une fonction de petits accroissements des variables.

3° Sultes arithmétiques et suites géométrig

Les suites arithmétiques et les suiles géométriques sont des outils indispensables pour Pétude de nombreux phenomenes discrots

intervenant en économie el c'est i ce titre qu'elles fonl robjet dune consolidation des wwyws @ d'un approfondissement L

suites considérées sont définies pour tout entier naturel
Limite d'une suite géometrique [t"}, ol k est strictement Les €noncds concernant les opérations aipéongues etam .
DORHtiT. entiérement analogues pour lés suitcs et les lunctions, il d'y

& pas liew de s"attarder au cas des suites ; ainsi, par
iple, on déduit immédiatement la limite a"unc suite

k" +5), 08 u, b ct ksont des canstantes (&> 0), de 1a

limite de Ia sune [k”].

Il g"agit, sans soulever de difficuité théongue, oe pouvoir
Etudier et comparer, SUr e ains mudéles natiémariques, Ia
tendance & ong terme d'un phénomine
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Travaua pratigues

1* Exemples dieaploi du caloul difféncatic] pour la vecheche
d'ﬂﬂmmm,ldtudedumdewnmndlemdes
dies funnttinma.

4 L |

£ pics Qo par appe aes
d'unc équation numérique.

#* Exemples de calcul dinmegrales A I'side de primitives.

4 Exempies de résolution d'équanons différenticllos linéaires
dh premicr ordee,

5 Exemyples d'élude de situations eustiisent & des siites
aritnmétiques ou géométriques.

Les eagauples sciont issus, ke plus souvent possible, de I'étude
de phénoménes renconirés en économis.

On se limitera aux situations qui se raménin au cas des
fonctions d'une seule variable,

Pour la détermination d'une fonction, on pourm #tre amend 4
résoudre un systéme linéaire par Ia méthode du pivot de Gauss.
1l convient de ne pas abuser des problémes centrés sur 1"étude
traditionnelle de fonctions définies par une formule donnée &
prior, dont on demande de tracer bn courbe représentative.
*Toute éude de branche infinie, notamment la mise en
évidence dasymptote, devra des
méthode i suivre."

Sur des exemples, on mettra ¢n ceuvre quelyues memodes
classiques : dichotomie, méthode de la corde (Lagrange),
méthode de la tangenie (Newton)

Auctne connaissance spér.:ﬁqm sur celies-ci 1'est exiginle dans
I cadre du progr q

Les édiants doivent savoir reconnaitre si ur, exemple donné
ae fonction est de I'une des formes figurant au prograuune,
Mis i part le cas de primitives de la forme précédente, tout
calbcul de primitive devra comporter des indications us 1a
méthode & suivre.

Un pourra montres I'intéret d'exploiter lex propriétés des
des fonctions paires ef des fonctions

sl Is

P .l

ingmtives

Dans be cax d'vn second membre son ful, oues les indications
& obleir tne soluth scuilidre seront d

mm&mmhmummmmmaen
hie, et sur le cas des ph

exponentiels continus. déerits par une 6qmunndnq|pu ¥ ay,
oli @ est constam.

Ou privilbgicrd bea aituativen jasués 42 la vic Eanmmmigus of
sociale.

En litisuon aves I'éovimmis st I geston, v pound Sus smené
a érdier des situations conduisant 4 des suites définies par leur
pusulier terme et une relation du type ., awu, +b ; mais
toutes les indications utiles devront étre fournies pour st
vamene: & 1étude d'une suitc géométrique.
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MODELISATION GEOMETRIQUE 1

Parmi les modéles mathematiques qui sont la base de la concoption des cournes ou des surfsces en CA.Q. o en CFA.O.
onception, Fabrication, Assistées par Orainateur), le modéle de Bézier st un des plus utinses. 1 est le plus accessie pour une
introduction & la modélisation interactive des formes,

Leuee ae co modéle, restreinte aux courbes du plan, est sumsante pour comprendre son interét,

Des pré ions différentes per de dévoiler une partie de la « boite noire » de ce modéle. L'appui sur des exemples de
courbes de degré 2 ou 3 permet d'éviter une complexité caleulatoire sans nuire aux utilisations réelles qui, souvent, concement e
degre 3.

L'objectif principal est la compréhension des liens entre ce uwdéle e li conception des tormes [l comvient d'évier les
considérations théoriques hors de cet objectif.

L ewde des courbes définies par une représentatwon paraméurique sera developpée dans te comexie avee un parimenre vanant dans
intervaile [0 ; 1] et des fonctions polynomiales de degré 2 ou 3, "etude du séns de variation de cis fonctions et de la tangente en un
point d"une courbe

Modéle de Bézier

L ordre d’étude des différentes présentations est libre ; on fera les liaisons entre celics-ci.
Les proprifiés issues du caleul barycentrique seront mises en évidence.

u) Présentation du modéle par vecieurs et contramies,
b) Présentativn du modéle par pomts de définition e Cenanes propriétés aes porynbmes de Bemstem seron,

polynomes dc Bernstgin. étudides pour prouver que la courbe de Bezier ne depend pay
du repére choisi et pour analyser la forme de la courbe.

¢) Présentation du modéle par une suite de vecteurs.
Construction géométrique d"un point de la courbe.

Travaux pratigues
1° Exemples de courbes de Bézer définies par vecteurs et
conitrainites.
2° Excmples de courbes de Bé&ier définies par points de On pourra donner des excmples de passage du degré 2 au
définition et polvndmes de Bemstein, degré 3 en utilisant deux fois le poin intermédiaire
> les de courbes de Bézier ies par une suie de
vecteurs.
4% kxemples de formes réalisées por jonction d'arcs de | Cesera I'vecasion de passer du modéle de Bézier qui
cuurbes de Bézie détorme globalement |"are 4 une wtilisation ol I'on pew

maodifi~ loealement chague are



