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littérature est un domaine de référence naturel
tant par ses SUjEtS que par Son expression gpéci-
fique. Lescandidats devront pouvoir 'y repor-
ter pour autant que les oeuvres littéraires sont
révéatrices de spécificités culturelles. [l n'y a
pas de limitation aune période particuliere.
Portugais

1- Gil Vicente, Quem tem farel 0s?, Porto Edi-
tora.

2 - Marialsabel Barreno, O Senhor daslhas,
Lishoa, Caminho Ed., 1994.

3 - Fareirade Castro, A Selva, Lishoa, Gui-
mardes Ed.

4 - Jorge Amado, Tarrasdo Sem Am, Rio de Ja
neiro, Record Ed.

- Pour labilbiographie, seréférer acdlequi ac-
compagne le programme de I’ agrégation exter-
ne de portugais pour la session de 2000.

Russe

1. Fedor Dostoevskij: Besy.

2. Sergegj Esenin: | zbranngja poézija, Paris,
YMCA-Press, 1999.

3. Georgij Fedotov: TjaZba o Rossii (Stat’i
1933-1936), Paris, Y MCA-Press, 1982.

4. 1I'jall’f et Evgenij Petrov : Dvenadcat’
sul’ev.

5. Nikolgj Leskov: OCarovannyj strannik..

Mathématiques

Un professeur de mathématiques devrait avoir
éaboré et intériorisé une vue globale, person-
nelle et cohérente de ses connaissances dans sa
discipline atravers son histoire &t sesliensavec
lesautres disciplines. La préparation al’ agré-
gation interne peut ére |’ occasion d' une fruc-
tueuseréflexion. C'est dans cet eprit qu'il aété
procédé acette mise ajour du programme com-
plémentaire, la connaissance de ceux de toutes
les sections de I’ enseignement secondaire étant
d autre-part demandée aux candidats. Cetexte
décrit un ensemble de connai ssances souhai-
table pour un professeur agrégé. 1| serapériodi-
quement remisajour. Il ne doit pas &reinter-
prété de fagon rigide et formaiste. Son but est
surtout d aider les candidats dans leur réflexion

et danslenécessare effort d' unification deleurs
CONNai Ssances.

S'il est commode de présenter un programme
en rubriques, ce découpage ne doit pas dégéné-
rer en cloisonnement. C'est ains qu'il est pro-
pos2 certains rgpprochements qui peuvent étre
compléés par d autres. Ce texte comporte aus-
S desrépéitions quand une méme nation inter-
vient aplusieursendroits. Aing, une méme no-
tion peut ére d’ abord gpprochée dans un cadre
particulier, puis sous un aspect plusgénéral.

A - PROGRAMME DE L’ENSEIGNEMENT
SECONDAIRE

Ce programme comporte tous les programmes
desdasesdelaseconde alatermindeinclusss,

danstoutes les sections.

B - PROGRAMME COMPLEMENTAIRE

1. Ensembles

Vocabulaire de lathéorie des ensembles. Pro-
duit d’ un nombrefini d ensembles. Applica-
tion. Relation d ordre.

EnsembleIN desentiersnaturels. Ensemble dé-
nombrable. Non dénombrabilité de R.
Relation d’ équivalence et ensemble quotient.
2. Algorithmique et informatique
Exemplesd’ dgorithmesliés au programme.
Notion devariable, d adresse. Ingruction d’ &f-
fectation, instructions conditionnelles, pro-
grammation itérative et récursive.

Fonctions et sous-programmes; passage de pa-
ramétre. Rédaction en francais ou en Pascal de
programmes ne comportant qu’ un petit nombre
d instructions pouvant utiliser des sous-pro-
grammes.

Aucun développement théorique n’ est au pro-
gramme.

3. Algébregénérale

a) Extensons successves delanotion de
nombre

AnneauZ des entiersreifs. Divison eucli-
dienne. Sous-groupes additifs de Z. Nombres
premiers. Décomposition en facteurs premiers.
Plus grand commun diviseur (PGCD) et plus
petit commun multiple (PPCM). Théorémede
Bézout. Algorithme d' Euclide. Congruences.



Applications arithmétiques des anneaux quo-
tientsZ/nZ. Théoréme chinois. Groupe des
démentsinversblesde Z/nZ. Applicationsa
des problemes de cdendriers. Exemples de me-
thodes de codage et de cryptage. Equtionsdio-
phantiennes ax+by=c.

Corps Q@ des nombres rationnels, IR des
nombres réels, Cdes nombres complexes.
Théorémes de d’ Alembert-Gauss. Non dé-
nombrahilité deIR et C.

Groupe multiplicatif des nombres complexes
de module 1. Sous-groupe des racines n-iemes
del’unité. Relations d’inclusion entre ces
groupes. Polygonesréguliers.

b) Anneaux et corps (écrit seulement)
Définition (les anneaux sont unitaires par défi-
nition). Formule du bindme. Idéaux d’ un an-
neau commutetif. Morphismesd’ anneaux. An-
neaux quotients. Anneaux commutatifs
intégres. Anneaux principaux. Exemple desen-
tiers de Gauss, gpplications (équation x2+y?= 22
dansz).

Sous-corps. Corps premier. Caractéristique
d'un corps. Corpsdesfractions d un anneauin-
tégre. Eléments algébriques sur un sous-corps.
Dénombrabilité du corps des nombres algé-
briques sur Q. Nombres transcendants.

¢) Polyndmes a une indéterminée sur un corps
commutatif K

Algébre K[X]. Divison eudidienne. Idéaux de
K[X]. Plusgrand commun diviseur (PGCD) et
plus petit commun mutiple (PPCM). Théo-
rémes de Bézout. Algorithme d’ Euclide. Poly-
ndmes irréductibles. Décomposition en fac-
teursirréductibles.

Fonctions polyndmes. Racines, ordre de mullti-
plicité, polynémes scindés. Correspondance
entre polyndmes et fonctions polynémes. Cas
ol K =Z/pZ, p &ant un nombre premier. Re-
lations entre coefficients et racines d’ un poly-
ndme scindé.

Théoréme de d’ Alembert-Gauss, polyndémes
irréductiblessur IRet C.

Dérivation des polyndmes. Identité de Taylor.
d) Fractions rationnelles sur un corps commu-
tatif K

Corps K(X) desfractionsrationnelles. Forme
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irréductible. Fonctions rationnelles, zéros,
pdles, ordre de multiplicité.

Décomposition en démentsssmples. Casotle
corpsest IRou C.

Exemples smplesde problémesd’ dimination;
applicationsalagéométrie.

4. Groupeset ggométrie

Les diverses notions sur les groupes devront
éreillustrées dans des Stuations géométriques
(par exempleisométriesd’ un téragdre régulier,
d uncube).

Groupes, morphismes, sous-groupe engendré
par une partie. Groupes cycliques, ordred’ un
élément. Théoreme de Lagrange. Image et
noyall.

Sous-groupe distingué (ou normal). Groupe
quotient.

Groupe opérant sur un ensemble, orbites. Sta-
bilisateurs. Formule des classes. Eléments
conjugués, classes de conjugaison, classes de
SOUS-groupes conjugués. Signification géomeé-
trique des notions de conjugaison. Automor-
phismesintérieursd un groupe.

Polygones réguliers et groupes diédraux.
Permutations d' un ensemble fini, groupe sy-
métrique; cycles, génération par lestranspos-
tions. Décomposition d’ une permutation en
produit de cycles asupports digoints. Signatu-
re. Groupe dterné.

Groupes GL(E) et SL(E) ou E est un espace
vectoriel dedimension finie. Groupes O(E) et
SO(E) ol E est un espace vectoriel euclidien.
Groupes U(E) e SU(E) ou E et un espace her-
mitien. Groupe affine, groupe des homothéties
et trandations d’ un espace affine. Groupe des
isométries et des déplacements d' un espace & -
fine euclidien. Formes réduites desisométries
affinesen dimension 2 & 3. Groupe desisomé-
trieslaissant stable une partie de I espace. Grou-
pe des similitudes directes et indirectes d’'un
plan affine euclidien.

5. Algébrelinéairesur un sous-corpsdeC

a) Espaces vectorids

Définition. Applicationslinéaires. Espace vec-
toriel £(E,F). Algébre £(E). Groupe linéaire
GL(E). Espace produit d unefamillefinied es-
paces vectoridls.
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Sous-espaces vectoridls. Image et noyau d' une
application linéaire. Sous-espace engendré par
une partie. Somme d' un nombre fini de sous-
epaces. Sous-espaces en somme directe. Sous
espaces supplémentaires. Projecteurs. Endo-
morphismesinvolutifs.

Familleslibres, génératrices, basss.

Etant donné u de £(E,F), isomorphisme entre
Im(u) et tout supplémentaire de Ker(u).

« Danslasuite, les espaces vectoriels sont tous
supposés de dimension finie.

b) Espaces vectorielsde dimensonfinie
Définition. Théoremes deladimension, dela
base incompléte. Dimension d' un sous-espace.
Rang d’ une famille de vecteurs. Existence de
supplémentaires.

Formule liant dimensions de lasomme et de
I"intersection de deux sous-espaces. Rang
d'une application linéaire. Formule du rang.
Caractérisation des automorphismes.

C) Matrices

EspacesMp,q(IK) desmatricesap ligneset q
colonnes a coefficients dans K. Isomorphisme
canonique avec £(Kq,Kp). Produit matriciel.
Matricesinversibles. Groupe GL (n,K).
Maétrice d' une application linéaire entre espaces
vectoriels munis de bases. Matrice de passage.
Rang d’ une matrice Matrices équivaentes et car
ractérisation par lerang. Utilisation de sousma
trices carrées pour la détermination du rang.
Trangposée d unematrice. Rang delatrangposée
Matrice d’ un endomorphismed’ un epace rap-
porté a une base. Matrices semblables. Trace
d’ une matrice, d' un endomorphisme.
Systémes d’ équations linéaires. Rang. Condi-
tions de compatibilité. Systémes de Cramer.
Résolution par opérations élémentaires (pivot
de Gauss). Applications a des problémes de
géométrie.

d) Opérations éémentaires sur les matrices
Opérations démentaressur leslignesoulesco-
lonnes d’ une matrice. Application alarésolu-
tion de systémeslinéaires, aux calculs de déter-
minants, al’inverson de matrices carrées et au
cdcul du rang.
Applicationslinéaires associées aUx opérations
élémentaires: dilatations et transvections.

Génération de GL(n,IK) et SL(n,K).

€) Dé&erminants

Formes n-linéaires alternées sur un espace de
dimension n. Déterminant d’' une familleden
vecteurs relativement aune base. Déterminant
d un endomorphisme, d’ un composé d’ endo-
morphismes. Caractérisation des automor-
phismes.

Déterminant d une matrice carrée. Expression
développée. Déterminant de la transposée
d unematrice, du produit de deux matrices. Mi-
neurs, cofacteurs, dével oppement relativerment
aune ligne ou une colonne. Cacul par opéra-
tions élémentaires.

Application al’inversion d’ une matrice carrée.
Formules de Cramer. Orientation d'un IR-es-
pece vectoriel dedimension finie. Exemplesde
caculsdevolumessimples.

Groupes SL(E) & SL(n,K).

f) Dudité ]
Formes|linéaires et hyperplans. Equation d'un
hyperplan. Dual E* d'un espace vectoriel E.
Baseduded unebase. Applicaion alaformu-
led interpolation de Lagrange. Bijection entre
les ensembles des sous-espaces de E et E* par
I orthogondlité. Orthogona d’ une somme ou
d' une intersection de deux sous-espaces. Di-
mension del’ orthogonal.

Transposée d' une gpplication linéaire. Trans-
posée d' une matrice. Rang delatransposée.

g) Réduction des endomorphismes
Sous-espaces stables par un endomorphisme.
Algébre IK[u] des endomorphismes polyno-
miaux en un endomorphisme u de E. Polyn6-
me caractéristique d' un endomorphisme, d une
matrice carrée. Valeurs propres, vecteurs
propres, sous-espaces propres d’ un endomor-
phisme.

Triangulation d un endomorphisme, d’ une ma:
trice carrée, S le polyndme caractéristique est
scindé.

Ordrede multiplicité d' une vaeur propre et di-
mension du sous-espace propre asocié. Théo-
réme de Cayley-Hamilton.

Théoréme de décomposition des noyaux. Po-
lyndme minimal. Sous-espaces caractéris-
tiques.



Critéres de diagonalisabilité: ladimension de
tout sous-espace propre est égale al’ ordre de
multiplicité delavaeur propre associée il exis-
te un polynéme scindé annulateur a racines
smples.

Diagonalisation simultanée d’ un ensemble
d’ endomorphi smes diagonalisables commu-
tant entre eux.

Diagondisation par blocs. Sous-espaces carac-
téristiques. Décomposition de Dunford: exis-
tenceet unicitédel’ &xitureu=d+n ol d et dia
gonalisable et n nilpotent avec don=nod s le
polyndme caractéristique est scindé.
Application de la réduction des endomor-
phismes al’ analyse (suites récurrentes, sys-
temes différentiels, etc.).

h) CasoulecorpsIK es IRouC

Application du théoréme d’ équivalence des
normes en dimension finie alatopologie de
£(E). Définition de exp(u), application aux sys-
temes différentiels.

Exemples de parties densesde £(E): GL(E) et
unouvert densede£(E); 9 IK =C, I'ensemble
des endomorphismes diagonalisables est den-
e dans£(E).

i) Formes quadratiques

Formes bilinéaires symétriques. Formes qua-
dratiques. Morphisme de E vers E* canonique-
ment associé auneformebilinéaire. Matricere-
lativement aune base. Matrices congruentes.
Bases orthogonales. Décomposition en carrés
(méthode de Gauss). Loi d'inertie et Sgnature
danslecasréd. Application aux coniqueset qua-
driques. Application al’ analyse desdonnées.

6. Géométrieaffineen dimenson finie
Lecorpsdebaees IR.

Définition d’ un epace affine. Espace vectoriel
associé. Sous-espaces affines, direction d’'un
sous-espace affine. Droites, plans, hyperplans.
Repéres. Orientation. Volume agébrique d' un
paraléépipéde orienté.

Applications affines. Projecteurs. Groupe &ffi-
ne. Isomorphisme du stabilisateur d’un point et
du groupelinéaire. Symétries. Groupe des ho-
mothéties et trandations. Effet d’ une applica
tion affine sur lesvolumes.

Barycentres. Repéres et coordonnées barycen-
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triques. Isobarycentre.

Parties convexes. Intersection, images directe
et réciproque par une gpplication affine. Enve-
loppe convexe d' une partie. Exemples de pro-
blemes d' optimisation.

7. Algebrelinéaireeudidienne et hermitienne
« Les espaces vectorids sont tous de dimension
finie.

a) Espaceseuclidiens

Inégdité de Cauchy-Schwarz et inégdité trian-
gulaire; norme euclidienne. Identité du paral-
Iéllogramme. |somorphisme canonique avec le
dua. Orthogonalité. Bases orthonormales. Or-
thonormalisation de Schmidt. Projecteurs et sy-
métries. Adjoint d'un endomorphisme et ma-
trice associée dans une base orthonormale.
Groupe orthogond O(E) et spécid orthogona
SO(E).

Endomorphismes symétriques, réduction dans
une base orthonormée. Réduction smultanée
de deux formes quadratiques rédlesdont | une
et définie postive. Application aux axes de sy-
métrie des coniques et quadriques dans un es-
pace euclidien. Ellipsoide d'inertie. Application
al’andyse des données.

Application al’ &ude d une surface au voisina-
ged un point régulier.

Endomorphismes symétriques positifs et appli-
cations (norme d’ un endomorphisme).

b) Angles

Matrice d une rotation. Le groupe SO(E) est
commutatif en dimension 2. Angles dans le
plan euclidien orienté. Sinus et cosinus d’'un
angle. Exponentielle complexe. Nombre p.
Fonctions trigonométriques circulaires. Mor-
phisme canonique de R vers SO(2). Mesure des
angles.

Angles orientés de droites en dimension 2.
Angles en dimension 3: angle d’ une rotation
dont I’ axe est orienté. Génération de SO(E) par
les demi-tours.

Similitudes vectoriellesen dimension 2 et 3.

¢) Cdcul matriciel et normes euclidiennes
Projection orthogonale d’ un vecteur sur un
sous-espace. Matrice de Gram. Distance d’ un
point aun sous-espace. Probléme des moindres
carrés.
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d) Cdculsvectoridsendimension 3

Produit vectoriel. Produit mixte. Applications
alagéométrie destriedres.

€) Espaces hermitiens

Inégalités de Cauchy-Schwarz et inégdité tri-
angulaire; norme hermitienne. Sommes di-
rectes orthogonaes. Bases orthonormales. Ad-
joint d’un endomorphisme, matrice dans une
base orthonormale. Endomorphismes hermi-
tiens. Groupe unitaire U(E) et spécid unitaire
SU(B).

Réduction d' un endomorphisme hermitien, en-
domorphismes hermitiens positifs, applications
(norme d’ un endomorphisme).

8. Géométrie affine euclidienne orientée

a) Génardités

Espaces affines euclidiens. Distance de deux
points. Inégditétriangulaire.

Groupes des isométries et des déplacements.
Génération du groupe desisomeétries par lesré-
flexions, du groupe des déplacements par les
demi-toursen dimension 3.

Décompoasition canonique d’ uneisométrie en
u=tof=fot ol t est unetrandation et f uneiso-
métrie admettant au moins un point fixe. Ap-
plication alaclassfication desisométriesen di-
mension2 et 3.

Exemples de groupes d’isométries | aissant
stable une partie du plan ou de I’ espace. Poly-
gonesréguliers et groupes diédraux. Tétraédres
réguliers, cubes, octaédres.

Groupe des smilitudes.

b) Géométrie plane

Propriété angulaire du cercle et gpplications.
Faisceau harmonique de deux droites et deleurs
bi ssectrices.

Géométrie du triangle, déments remarquables.
Exemples de relations métriques et trigonomé-
triques dansletriangle.

Utilisation des nombres complexes : affixe
d'un point dans un repére orthonormé direct.
Exemples d' applications géométriques (poly-
gonesréguliers, géomeétrie des cercles).
Puissance d'un point par rapport aun cercle.
Axeradica. Orthogonalité entre cercles.

¢) Coniques

Définitions bifocale et par foyer et directrice.

Classification par I excentricité. Equations ré-
duites. Image par une gpplication affine et das-
sfication enlestroisgenres affines. dlipse, pa
rabole, hyperbole. Exemples de propriétés
géométriques communes ou spécifiques a
chague genre.

Section plane d’ un cone de révol ution.
Trajectoire parabolique d’ un objet pesant.
Mouvement & accélération centrale. Mouve-
ment des planétes.

9. Propriétésaffineset mériques

Pour toutes les situations géométriques, on ré-
fléchiraaux propriétés de caractére affine et &
celles de nature métrique (ou euclidienne).
Groupes affines et groupes euclidiens.
Propriétés affines et euclidiennes des coniques.
Notions différentielles de caractére affine et
métrique.

Exemples d' utilisation de repéres pour traiter
des problémes de géométrie.

10. Analyseaunevariablerédle

a) Nombresrédls ou complexes

Corps|IR et C desréels et complexes. La
congruction de |Réant admise. Suites conver-
gentes, divergentes, sous-suites, valeursd' ad-
hérence. Opérations sur leslimites. Toute par-
tie non vide majorée de |Rpossade une borne
supérieure. Toute suite croissante majorée est
convergente. Suites adjacentes. Droite numé-
rique achevée.

Complétude de R: toute suite de Cauchy de IR
ou Cconverge. Théoréme de Bolzano-Weiers:
trass : de toute suite bornée de IRou C on peut
extraire une sous-slite convergente.
Déveoppement décima d un nombreréd. Cas
des nombresrationnels.

Comportement asymptotique d' une suite. Re-
lations de comparaison: domination, prépon-
dérance (u est négligeable devant v), équiva
lence. Notationsu = O(v) et u=0(V).

Suites de nombres réels définies par unerela
tion de récurrence Up+1 = f(4,). Récurrences
linéaires et homographiques.

b) Séries de nombresrédls ou complexes
Sériesatermes postifs. Lasérieconverges e
seulement S lasuite des sommes partielles est
bornée. Etude de la convergence par lesrela



tions de comparai son, comparaison aune s&rie
géométrique, aune s&rie de Riemann. Somma:
tion des relations de prépondérance et d' équi-
valence pour les séries convergentes et diver-
gentes. Comparaison d'une série et d’une
intégrale, cas des séries de Riemann.
Critéresde Cauchy pour less&riesatermesréds
ou complexes. Convergence absolue. Conver-
genced une Srie dternée dont le terme générd
décroit vers 0 en vaeur absolue, Sgne & majo-
ration du reste. Exemplesd emploi delatrans-
formation d’ Abdl. Exempled emploi d'un dé-
veloppement asymptotique du terme générd.
Opérations sur les séries. Produit de Cauchy de
deux éries absolument convergentes.

¢) Continuité

Fonctions définies sur une partiede IR. Limite,
continuité adroite et agauche, continuité.
Théoréme des vaeursintermédiaires. Conti-
nuité sur un segment, théoréme des extrema.
Théoréme de Heine de continuité uniforme sur
un segment. Fonction réciproque d’ une fonc-
tion monatonef sur unintervalle propriéésde
lafonction réciproquef.

Fonctions continues par morceaux sur un seg-
ment, approximation uniforme des fonctions
continues par des fonctions en escalier, des
fonctions affines par morceaux, des polynémes
(théoréme de Welerdrass admis).

d) Dérivatilité

Dérivée adroite et agauche en un point. Com-
portement de la dérivation relativement aux
opérations agébriques. Dérivation d' une fonc-
tion composée, d’ une fonction réciproque.
Théoremes de Rolle et des accroissementsfi-
nis. Inégdité des accroissementsfinis pour une
fonction avaleurs complexes. Application au
sensde variaion et au caractérelipschitzien.
Dérivées successives. Fonctions de classe C,
de classe C<par morceaux. Formule de Leibniz
pour ladérivée k-iemed' un produit.

Fonctions convexes de classe C', convexité de
| épigraphe, croissance de la dérivée, position
delacourbe relaivement aux cordes et aux tar-
gentes. Casdesfonctionsdeclasse C-.
Formules de Taylor avec resteintégra, de Tay-
lor-Lagrange et de Taylor-Y oung pour des
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fonctionsde classe C-.

Etude locale des fonctions. Conditions néces-
saires d’ extremum. Dével oppements limités.
Opérations sur les développements limités.
Sériede Taylor.

€) Fonctionsusuelles

Fonctions exponentielles, logarithmes, puis-
sances. Equations fonctionnelles caractérisant
cesfonctions. Fonctions hyperboliques directes
€t réciproques.

Fonctions circulaires directes et réciproques.

f) Intégration d' une fonction continue par
morceaux sur un segment

Définition, linéarité, positivité, inégdité dela
moyenne, relation de Chades. Inégdité de Cau-
chy-Schwarz.

Primitive d' une fonction continue sur un inter-
vale. Intégration par parties, changement dever
riable, calculsde primitives et d'intégrales.
Convergences en moyenne et en moyenne qua:
dratique pour les suites de fonctions. Compa-
raison avec la convergence uniforme,

g) Intégrales sur un ssgment d' une fonction
dépendant d’ un paramétre

Théorémes de continuité et de dérivabilité sous
le signe somme. Formule de Fubini s le para-
métre décrit un segment. Lien avec lesinté-
graesdoubles.

h) Intégration sur un intervale quelconque

« Lesfonctions considérées sont continues par
morcealix sur tout segment contenu dans!’in-
tervalle| de définition.

Intégrale d’ une fonction positive. Emploi des
relations de comparai son.

Une fonction définie sur | avaleurs complexes
est diteintégrable s I intégrale de son module
estfinie

Lesdeux théorémes suivants sont admis.
Théoréme de convergence monotone: Soit (fjy)
une suite croissante de fonctions avaeurs pos-
tivesintégrables convergeant smplement sur |
versunefonctionf . S f, et f sont continues par
morceauUx sur tout ssgment del, et S lasuite des
intégrales desf, est majorée, aorsf est inté-
grablesur | e sonintégraleest lalimitede cdles
desfp,

Théoréme de convergence dominée: Soit ()
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une suite de fonctions a valeurs complexes
convergeant Smplement sur | vers unefonction
f. S fetf sont continues par morceaux sur tout
sgment del, et s lasuite desmodulesdesf, est
majorée par une fonction g intégrable sur |,
dorsf estintégrable sur | & sonintégrdeest la
limite de celles desf,.

i) Intégralesimpropres

Intégrales convergentes, divergentes, critére de
Cauchy. Convergence absolue. Intégration par
parties.

Emploi des relations de comparaison pour
I’ é&ude de laconvergence. Intégration derela-
tions de prépondérance et d’ équivalence.

j) Intégrales sur un intervalle quelconque d' une
fonction dépendant d’ un paramétre

Les deux théorémes suivants sont admis:
Théoréme de continuité : Soit f une fonction
continue de deux variables (x,t) définie sur un
produit XxI d'intervalles, intégrableent sur |
pour tout x fixé dans X. S le module de f(x,t)
est mgjoré par g(t), ol g est continue et inté-
grablesur I, dorslafonction F associant ax de
X I'intégrdedef(x,t) sur | est continue sur X.
Théoréme de dérivation: Soit f une fonction
continue de deux variables (x,t) définie sur un
produit XxI d'intervalles, intégrableent sur |
pour tout X fixé dans X et admettant une dérivée
partielle f' par rapport ax. Si le module de
Fy(x.t) est majoré par h(t), ot h est continue et
intégrable sur |, dorslafonction F associant ax
deX I'intégrde def(x,t) sur | est dérivablesur X
et sadérivéeedt I'intégrale def’y par rapport at.
Exemples de fonctions définies par une inté-
grde (fonction Gammad Euler, trandformée de
Fourier).

k) Andyse numérique

Approximations d’ un nombre par des suites:
rapidité de convergence, ordre d' un agorithme.
Accélération de la convergence, méthode de
Richardson-Romberg.

Approximation d’ une solution d’ équation
f(X) =0. Méthode de dichotomie. Approxima-
tions successives, méthode de Newton. Esti-
meation del’ erreur.

Valeurs approchées d' une intégrale: méthode
du point milieu, des trapézes, de Simpson.

Edtimation del’ erreur.

Eva uation asymptoticue du reste d’ une série
convergente; recherche d’ une valeur appro-
chéedelasommed unetelle srie.

Solutions gpprochées d’ une équation différen-
tidlex’ =f(t,x) par laméhode d Euler.

11. Analysea unevariable complexe

a) Sériesentiéres

Rayon de convergence. Disque ouvert de
convergence. Convergence normale sur tout
compact du disgue ouvert de convergence.
Exemples de calcul du rayon de convergence.
Rayon de convergence de lasrie dérivée.
Continuité delasomme sur le disque ouvert de
convergence. Dérivation par rapport alava
riable complexe sur ce disque ouvert.

b) Extenson a Cdesfonctions usudles
Exponentielle complexe, exponentielle d une
somme, nombrep, fonctions sSinus et cosnus.
Application alamesure desangles.

12. Analyse fonctionnelle et vocabulaire de
latopologie

a) Topologie &t espaces métriques

Distance, boules ouvertes et fermées. Parties
ouvertes et fermées. Voisinages. Intérieur, ad-
hérence et frontiére d’ une partie. Disance aune
partie, diamétre d' une partie. Parties denses,
pointsisolés, paints d accumulation. Produits
finis d’ espaces métriques.

Suites, limites, valeurs d’ adhérence, sous-
suites, suites de Cauchy. Caractérisation de
I’ adhérence par les suites.

Continuité d' une gpplication en un point, carac-
térisation par |les suites. Continuité sur I’ espace
entier, caractérisation par les images réci-
proques des ouverts et fermés. Homéomor-
phismes. Applications uniformément conti-
nues. Algébre des fonctions numériques
continues.

b) Espaces vectorids normés sur Rou C
Normes. Distance associée a une norme.
Normes équivalentes. Continuité des opéra-
tions. Applicationslinéaires continues, normes
de ces gpplications.

C) Espaces métriques compacts

Définition stquentidlle. Parties compactesd'un
compact. Parties compactes de IRet C. Produit



d'un nombre fini d’ espaces métriques com-
pects. Parties compactesde IR et C.

Image continue d’ un compact. Théoréme de
Heine de continuité uniforme des applications
continues.

d) Espaces métriques connexes

Définitions. Parties connexes. Union de parties
connexes d’intersection non vide. Parties
connexes de |R. Image continue d’ un connexe.
Théoréme desvaeursintermédiaires. Connexi-
tépar arcs: dlleimplique laconnexité et lui
équivaut sur un ouvert d’ un espace vectoriel
norme.

€) Epaces vectoridsnormésde dimengonfinie
Théoréme d' équivalence des normes. Les par-
ties compactes sont lesfermés bornés. Detou-
te suite bornée, on peut extraire une sous-slite
convergente. Continuité des applications i-
néaires et multilinéairesen dimension finie.
Exponentielle d un endomorphisme.

f) Egpaces métriques complets

Définition. Parties complétes d’ un espace com-
plet. Exemples deIRet C. Un espace vectorie
normé de dimension finie est complet.
Théoréme du point fixe pour les contractions
d'un espace complet dans lui méme. Applica
tion aux gpproximations successves.

Critére de Cauchy pour | existence delalimite
d’ une gpplication en un point.

0) Espacesde Banach

Définition. Critére de Cauchy pour les sries.
L’ absolue convergence d’ une s&rieimpliquela
convergence. Sous-espaces de Banach.
Egpaces de Banach usuels de suites et de fonc-
tions. Espace de Banach des applications li-
néaires continues d' un espace de Banach vers
un autre.

Suites d' gpplications & valeurs dans un espace
de Banach. Convergences smple, uniforme,
uniforme sur tout compact. Continuité delali-
mite uniforme d’ une suite de fonctions conti-
nues. Critére de Cauchy uniforme. Dérivabilité
delalimited une suite defonctions de dase C*
smplement convergente et dont lasuite desdé-
rivées converge uniformément.

Séries d gpplications avaleurs dans un espace
de Banach. Convergence smple et uniforme.
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Convergence normale. Critére de Cauchy uni-
forme. Exemplesd emploi delatransformation
d Abdl.

h) Espaces préhilbertiens

Produit scalaire. Inégalités de Cauchy-
Schwarz. Norme associée. Théoréme de Py-
thagore. Familles orthonormales. Procédé de
Schmidt. Projection orthogonale sur un sous-
espace de dimension finie; distance a un tel
Sous-espace.

Exemples de produits scalaires; exemplesde
suites de polyndmes orthogonaux.

i) Sériesde Fourier

Polynémes trigonométriques, orthogondité des
fonctions e™. Coefficients de Fourier g,(f),
b (), cy(f) d' une fonction 2p-périodique f
continue par morceaux. Sommes partielles
Sn(f x)=& -nEkEn.cy (f)e. Meilleure approxi-
mation en moyenne quadratique. |dentité de
Parseval et convergence en moyenne quadra-
tiques f est continue par morceaux.
Théorémes de convergence de Dirichlet et Fe-
jér. Convergence normae delasé&riede Fourier
d'unefonction continue de classe C* par mor-
CeaLX.

13. Calcul différentie

« Lesfonctions cond dérées dans cette section sont
définiessur unowvert de R"a vadeursdans R

a) TopologiedeR.

Normesusudlessur R'; dles sont équivaentes.
Complétion. Parties compactes. Limites et ap-
plications continues.

b) Fonctions différentiables

Dérivée sdon un vecteur. Dével oppement limi-
téal ordre 1. Différentiabilité en un point. Inter-
prétation géomeétrique (plan tangent aune surfa:
ce). Matricesjacobiennes, déterminant jacobien.
Différentiele d’ une fonction composée.
Définition desfonctions de classe C' sur un ou-
vertW: I application associant aun point deW
sadifférentielle est continue.

Théoréme admis. pour quef soit de classe C,
il faut et il suffit quelesdérivées partidles soient
continues sur W.

Composition des fonctions de classe Ct. Dif-
féomorphismes. Caractérisation des difféo-
morphismes parmi les fonctionsinjectives de
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classe C'. Inégalité des accroissementsfinis
pour unefonction de classe Ct. Caractérisation
des congtantes parmi les fonctions de classe Ct
Sur un ouvert connexe.

Applications de classe C*. Théoréeme de
Schwarz pour lesfonctions de classe C2.
Gradient d’ une fonction numérique de classe
C. Formule de Taylor-Y oung pour une fonc-
tion de classe C. Extremalocaux d' une fonc-
tion de classe C? de deux variables en un point
olrt-<1 0. Exemples de problémes d’ extre-
maissus delagéométrie.

Théorémes (admis) d'inversion locale et des
fonctionsimplicites. Application alacaractéri-
sation des C«-difféomorphismes parmi lesfonc-
tionsinjectives de classe C.

¢) Equetions différentielles
Sysémeslinéres X’ =A(t) X + B(t), oU A (re-
p. B) est une gpplication continue d’ un inter-
valel dansMp(C) (resp. C).

Théoréme (admis) d' existence et unicité dela
solution sur | du probléme de Cauchy.
Dimension del’ espace vectoriel des solutions.
Méthode de |avariation des congtantes.
Systémes a coefficients constants: exponen-
tidle d' un endomorphisme, gpplication au pro-
bléme de Cauchy; résolution du systéme
X' =A X par diagondisation ou triangularisa-
tion de A ou emploi du théoreme de Cayley-
Hamilton. Equationslinéaires scalaires a coef-
fients constants. Dimension de |’ espace des
solutions de I’ équation homogene.
Equationslinéairesscdairesx* +a(t)x +o(t) x= ()
ol & b, c sont continues sur unintervellel et &
vaeurs complexes. Systéme du premier ordre
associé, étude du probléme de Cauchy; solu-
tion del’ équation sans deuxiéme membre, mé-
thode de variation des constantes. Résolution
lorsgu’ une solution de I’ équation sans second
membre ne s annulant passur | est connue.
Notionssur les équations scaaires non linéaires
(écrit seulement).

Solutions d’une équation x’ =f(t,x), ou
X" =f(tx,X’), o f est de classe Ct sur un ouvert
de R?ou R®; exigence et unicité d' une solution
maximale au probléme de Cauchy . Enoncédu
théoréme de Cauchy-Lipschitz dansle cas C.

Exemples d’ éudes quditatives.

Résolution d’ équations a variables séparables
et homogenes, exemplesd’ emploi de change-
ments de variable ou defonction en ligison avec
des propriétésd’invariance.

Applications en physique et en géométrie dif-
férenticlle.

14. Caleul intégral et probabilités

a) Intégrales multiples

« Touslesthéorémes de ce paragraphe sont ad-
mis.

Intégrales curvilignes, longueur d’ un arc de
courbe, travail d’uneforce. Intégraes doubles
et triples. Linéarité et additivité relativement
aux ensembles,

Théoréme de Fubini-Tonelli: S f est unefonc-
tion de deux variables continue positive, on
peut intervertir I’ ordre des intégrations dansle
cacul del’intégrae double def.

Extension au cas du produit d' une fonction de
deux variables continue positive et d unefonc-
tion indicatrice d’ un ensemble géométrique-
ment Smple.

Théoréme de Fubini: Si f est une fonction de
deux variables continue de module intégrable,
on peut intervertir | ordre desintégrations dans
lecacul del’intégrae double def.

Extension au cas du produit d unefonction de
deux varigbles continue et d’ une fonction indi-
catrice d’un ensemble géométriquement
smple,

Extension des théorémes de Fubini-Tonelli et
Fubini au cas defonctionsde n varigbles.
Applicationsades caculsd intégrales.
Théoréme du changement de variables; passa-
ge en coordonnées polaires.

Exemplesde caculsd ares et de volumes.

b) Modélisation d’ une expérience aéatoire
EspaceWdes épreuves (ou des événements dé-
mentaires) ; tribu (ou S -algébre) des événe-
ments; mesure de probabilité sur cette tribu.
Etude d’ exemples dans|e cas ou West fini ou
infini dénombrable.

¢) Espace probabilisé

Propriétés d’ une probabilité. Probabilité condi-
tionnelle IPg[A] de A sechant B § IP{B] et po-
sitif. Formule des probabilités composées et



formule de Bayes. Indépendance d' un nombre
fini d’ événements.

d) Vaiablesaéatoires rédles

Etant donné un espace probabilisé (W, F, 1P), on
appdllevarigble déatoirerédle (v.ar. en abré-
gé), toute gpplication X deWdans IRtdle que
I’image réciproque X*(1) detout intervalle| de
IRappatienne alatribuF. On admettraquela
somme, ou le produit, dev.ar. e unev.ar..
On seborneraal’ éude des deux familles sui-
vantesdev.ar.:

- Vaidblesdéaoiresrédlesdiscrétes Unev.ar.
es dite discréte s ele prend un nombrefini ou
infini dénombrable devaeurs. Loi et fonction
de répartition d’' unev.ar. discréte. Moments
d'unev.ar. discréte espérance, variance et écart
type. Espérance d unesommedev.ar. discrétes.
Fonction génératriced’ unev.ar. avaeursdans
IN. Loisdiscrétesusudles: loi de Bernoulli; loi
binomide; loi géomériqueet loi de Poisson.

- Variables aéatoires réeles possedant uneloi
avec dendté. On appelle densité de probabilité
aur R, toute fonction de Rdans IR, intégrable
aur Ret dintégraeégdeal (On slimiteraala
notion d'intégrale définie dans le paragraphe
“Intégration sur un intervalle quelconque”).
Soit f une densité de probabilité sur IR. On dit
gu'unev.ar. X possede laloi de densitéf, si
pour tout intervellel de R, P{{ X1 I}] =Qx) dx.
Fonction de répartition e moments (espérance,
variance et écart type) d’ une v.ar. possédant
uneloi avec densité. Espérance d’ une somme
dev.ar. posstdant une dendité (résultat admis).
Lois usueles possédant une densité loi unifor-
me sur un intervalle borné; loi exponentielle;
loi normale.

S X esunev.ar. deloi dedenstéfets F est
une fonction de |Rdans | Rcontinue par mor-
cealXx sur tout segment et telle que lafonction
IF If soit intégrable sur R, dors on admettraque
F (X) et unev.ar. dont I’ egpérance est donnée

par IE[F (X)] =QF () f)ax.

€) Vecteursdéatoires
Ondiragu’ unegpplication X = (X4,...,Xp) deW
dansIR’ et un vecteur déatoire s chacune de
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ses composantes est unev.ar.. On selimitera
aux deux cas suivants.

- Vecteursdédtairesdiscrets Un vecteur déatoire
X =(Xs,...,.X») deWdans R’ et diit discret S char
cunedesescomposantesest unev.ar. discréte
Loi d'un vecteur déatoire X. Indépendance de
pv.ar. discrétes. Covariance et coefficient de
corrélation d' un couple dev.ar. discrétes. Es-
pérance & variance d unesommedepv.ar. dis
crétesindépendantes.

- Vecteurs al éatoires possédant une loi avec
densité On appelle densité de probabilité sur IR’
toutefonction f de IR’ dansIR,., intégrable sur
IR et dintégrale égale a1 (On selimiteraala
notion d'intégrale définie dansle paragraphe
“Intégrales multiples’). Soit f une densité de
probabilité sur IR". On dit qu’ un vecteur aléa-
toire X = (Xa,..., Xp) posssdelaloi de densitéf,
s pour tousintervalesls, ... l,de R,

P{Xi 1} G .G { Xl 1} ]=0.G(X...xp) ...

Soit X =(X1,..., Xp) un vecteur déatoiredeloi
dedensitéf. Soity un produit d’ une fonction
continue de Rp dans R par unefonction indicar
trice d’ un domaine “ géométriquement smple’
delR et telle quelafonctionly | soit intégrable
ar IR. On admettraquey (X) est unev.ar. dont
I’ espérance est donnée par:

ELy (X)] = Q...Qy (Xt,..X5) F(X1,....X5) CXe...CXp.

Indépendance de p v.ar. possédant uneloi avec
dengté Covariance et coefficient de corrdation
d'un couple de v.ar. possédant une loi avec
densité. Espérance et variance d une sommede
p v.ar. indépendantes et possedant uneloi avec
densité. Loi normae.

f) Théorémeslimites

Suitesdev.ar. indépendantes. Inégdlité de Bie-
naymeé-Tchebychev et loi faible des grands
nombres.

Lesréaultats suivants sont admis: Loi forte des
grands nombres pour une suite dev.ar. indé-
pendantes équidistribuées possedant une espé-
rance. Théoréme central limite pour une suite
de v.ar. indépendantes équidistribuées et de
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variancefinie.

Approximationsdelaloi binomiae par laloi de
Poisson et laloi normale (loi de Gauss).

15. Géométriedifférentiele

« Lesnotions qui suivent doivent éreillustrées
par des exemples.

&) Courbes paramétréesen dimension 2 et 3
Etude locae d' une courbe paramétrée du plan.
Changement birégulier de paramétre. Tangen-
te, concavité, forme d'un arc au voisinaged'un
point régulier ou singulier. Construction d' une
courbe en coordonnées polaires.

Etude locale d' une courbe paramétrée de |’ es-
pace. plan osculateur.

b) Propriétés métriques des courbes

Longueur d unarc paramérédecdasse C. Abs
cissecurviligne,

En dimension 2, repére de Frenet. Courbure,
centre de courbure.

En dimension 3, repére de Frenet, courbure, t
orson.

¢) Cinématique

Vitesse, accdération. Exemples de mouvements.
Mouvementsrectilignes, circulaires, aaccé érar
tion centrale. Oscillateurs harmoniques.
Exemples de problémes de mécanique (pendu-
le, chute des corps, mouvements des planétes).

Sciences physiques : option physique
et chimie

Epreuves écrites

Ces épreuves sont envisagées au niveau le plus
devé et au senslepluslarge du programme dé-
fini ci-dessous.

1) Composition sur laphysique et letraite-
ment automatise de I’ information .

L e programme se compose des programmes de
physique en vigueur alarentrée 1999 dansles
classes:

- determinale S, y compris|’ enseignement de
Spécidité.

- préparatoires scientifiques aux grandes écoles:
classesPCSl, MPSI, MP, MP*, PC et PC*.

2) Composition avec exercices d gpplication.
Cette épreuve portesur lesprogranmesdechimie
envigueur alarentrée 1999 danslesdassesde

- premiere et terminde S, y compris|’ enseigne-

ment de spécidité.

- premiére et terminale de la Série sciences et
technologies de laboratoire spécidités Phy-
sique de laboratoire et de procédés industriels
et Chimie delaboratoire et de procédésindus-
triels, programmes, publiés dansles BOEN
hors série du 24 septembre 1992 et du 30 dé-
cembre 1993.

- préparations scientifiques aux grandes écoles:
dassesPCSl, MP, MP*, PC, PC* et BCPT.
Epreuvesorales

1) Exposé de legon.

Dansle cas d une legon de physique, le pro-
gramme est celui delacomposition d écrit n°1.
Danslecasd unelegon de chimie, le program-
meest celui delacomposition d écrit n°2.
Leniveau delalegon proposée au candidat est
celui d'une classe terminale ou d’ une classe
préparatoire scientifique aux grandes écoles, de
premiére ou de deuxiéme année.

2) Montage et traitement automeatisé del’in-
formation.

Leniveau est celui des classes post baccal au-
réet deslycées.

Legons de physique

1. Dynamique du point matériel dans un réfé-
rentiel non galiléen.

Exemples. Cas desréférentiels géocentrique et
terrestre.(PCSl)

2. Puissance d’ un systéme de forces rel ative-
meent aun référentiel.

Traval. Théorémede’ énergie cindtique. Ener-
gie mécanique.(PCSl)

3. Probléme a deux corps. Force centrale
conservative. Application au potentiel newto-
nien.(PCSI)

4. Solide en rotation autour d un axefixe. Ap-
plications.(PCSI)

5. Actions de contact entre deux solides. Frot-
tement de glissement. Exemples.(PC)

6. Théorie cinétique des gaz parfaits: définition
cinétique de latempérature, delapresson. Rda
tion entre pression € vitesse quedratique moyen-
ne. Equation d &, énergieinterne,(PCS)
7.Diffuson de particules, loi de Fick. Applica
tions.(PCSl)

8. Statique desfluides. Applications.(PCSI)



